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Die meridiantreue Projektion der Kugel in die Ebene als
Losung einer Anfangswertaufgabe (Kinematik)

Eberhard Mittermayer

Zusammenfassung

Die bekannte meridiantreue Abbildung einer Kugel in die Ebe-
ne wird als geometrisch-kinematischer Projektionsvorgang in
der (y, z)-Ebene erkannt, die exakte Losung einer Anfangs-
wertaufgabe (AWA). Grundlage ist das vom Autor eingefiihr-
te Koordinatensystem geoditischer Kugelkoordinaten (1995).
Die Richtungen der in der (y,z)-Ebene auftretenden Ge-
schwindigkeitsvektoren sind fiir die Zeit f — oo eindeutig
als Ortsfunktionen definiert, obwohl gleichzeitig deren Betra-
ge gegen Null streben; ein Beispiel.

Summary

The well-known mapping of a sphere into a plane, which pre-
serves the length of meridians, is identified as a geometric-
kinematic projection procedure in the (y,z)-plane. It is an
exact solution of an initial value problem (IVP). The basis is the
coordinate system of geodetic spherical coordinates, which
was introduced by the author (1995). The directions of the ve-
locity vectors which appear in the (y, z)-plane are defined
uniquely as position functions for the time pointt — oo,
in spite of the fact that their lengths tend towards zero; one
example.

1 Einleitung

Die meridiantreue Abbildung einer gegebenen Kugel in
die Ebene, z.B. der Erdkugel r = R, ist dem Geodéten
vertraut. Diese Abbildung in transversaler Betrachtung
wurde von dem Geodéten Soldner (1776-1833) eingefiihrt
(siehe hierzu Heck 1995, Kuntz 1983). Bezeichnet man
auf der Erdkugel mit @ die Bogenlinge auf dem Aqua-
tor sowie mit ¥ die Bogenldange auf dem Meridian, so er-
halten wir die Abbildung des Punktes P(i1, ) (Urbild) in
die Ebene P’(y, z) (Abbild), in dem die Flichenparameter
(71,7) (geoditische Parallelkoordinaten) als ebene karte-
sische Koordinaten identifiziert werden. Das sind die be-
kannten Abbildungsgleichungen in der mathematischen
Geodasie

y=1a, z=7. (1)

Als meridiantreues Abbild der Erdkugel » = R in die Ebe-
ne erhalten wir ein Rechteck der GréBe 2R * R7r. Diese
Abbildungsgleichungen (1) stellen lediglich eine mathe-
matische Zuordnung dar, eine schlichte Vorstellung ohne
Geometrie. Den Begriff Projektion verwendet man, wenn
das Abbild geometrisch erklart werden kann; d.h. man
kennt den Projektionsvorgang. Als klassisches Beispiel

sei die stereografische Projektion genannt. Bislang ist der
Projektionsvorgang, der die meridiantreue Abbildung ei-
ner Kugel in die Ebene geometrisch erklart, unbekannt.
Die Losung dieses Problems - ca. 200 Jahre nach Sold-
ner - wird im Folgenden dargestellt. Mit diesem Beitrag
ist es nunmehr zulissig, von einer meridiantreuen Projek-
tion zu sprechen.

2 Grundlagen

Betrachten wir eine Kugel r = const., so bilden die Para-
meterlinien # = const. (Meridiane) und & = const. (Paral-
lelkreise) ein Netz geoditischer Parallelkoordinaten (i1, )
mit dem bekannten Linienelement

T 7

) di cos? (—) 0 di

ds® = r , (2)
do 0 1 do

(siehe hierzu Heck 1995, S. 132). Der Punkt P(i,7) der
Kugel » = const. ist eingebettet in den 3-dimensionalen
Euklidischen Raum R3. Bislang fehlte in der mathema-
tischen Geodédsie eine Verallgemeinerung des Linienele-
mentes (2). Der Schliissel hierzu bestand in der Einfiih-
rung eines Koordinatensystems, das neben den Flachen-
parametern (i1,7) (geoditische Parallelkoordinaten) den
Radius der Kugel als weitere Variable enthilt.

Ausgehend von den klassischen Kugelkoordinaten

P(r,A, ¢) und den Transformationen

A=t
r

S| Q

¢ = (3)

folgt die Vektordarstellung

i 0
x rcos (;) cos (;)
X = y | = | rsin (ﬂ) cos <ﬁ) ’ (4)
r r
z

. 0
rsin ( —
r

das vom Autor einfiihrte Koordinatensystem geoddtischer
Kugelkoordinaten P(r,i,7) (1995); siehe Abb. 1.

In diesem Koordinatensystem haben nunmehr alle drei

Parameter r, i, 7 eine Dimension [m]. Die Winkel A und
¢ sind abgeleitete GroBen (3). Die r-Linien klassischer
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Abb. 1: Geodatische Kugelkoordinaten P(r, G, v)

Kugelkoordinaten P(r, A, ¢) unterscheiden sich wesent-
lich von den r-Linien dieser geoditischen Kugelkoordina-
ten P(r, i1, 7). Wihrend im P(r, A, ¢)-System die r-Linien
(A = const., ¢ = const.) eine Schar von Geraden dar-
stellen, erkennen wir im Koordinatensystem geodatischer
Kugelkoordinaten die r-Linien (i = const., & = const.)
als Raumkurven; lediglich die r-Linie (# = 0, 7 = 0)
ist eine Gerade, nidmlich die x-Achse. Zur Geometrie der
Sonderfille von r-Linien (i = 0, & = const. # 0) bzw.
(1 = const. # 0, 7 = 0) siehe in den Grundlagen Mit-
termayer (1998, S. 156).

Mit den Tangentenvektoren an die

r-Linie (i1 = const., & = const.) (Raumkurve): 9X/or,
fi-Linie (r = const., © = const.) (Parallelkreis): 09X /dii
und

O-Linie (r = const., i = const.) (Meridian): 855/817
folgt die Verallgemeinerung des Linienelementes (2)

T
dr dr
s> = | aa | M| da |, (5)
do do

eine quadratische Form mit der Transformationsmatrix
(Metriktensor)

M=]T, (6)

der Jacobimatrix

Jdx Jdx ox
or ou 00
| o oy o o
or 0dili 0d0
dz dz 0z
or dii J0
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und dem Ergebnis (6)

272+ﬂ2 cos? <2> _ _
1+ ! -z
72 r r
M= /] 0
_u cos? (2> 0
r r
v 0 1
r

(8)

Fir v = const. (dr = 0) folgt als Sonderfall das Linien-
element im Quadrat (2).

3 Die Anfangswertaufgabe (Kinematik)
3.1 Die Bahnkurve

Die im Koordinatensystem geoditischer Kugelkoordi-
naten P(r,1,7) auftretenden r-Linien (i = const., 7 =
const.) (Raumkurven), dargestellt durch den Ortsvektor
(4), konnen als Bahnkurven gedeutet werden; d. h. es exis-
tiert eine Verbindung zur Kinematik.

Mit dem Radius der Kugel als Funktion der Zeit
r=r(t [m] , 9)
eine eindeutige Funktion mit den Eigenschaften
r(0)=0, r—oo fir t — o0, (10)

erhalten wir eine Schar von Bahnkurven (i =
const., O = const.), dargestellt durch Ortsvektoren als
Funktion der Zeit

t
X (ta,0)= | y(ta,0) (11)
t.

x = r(t)cos [%] cos {%}
y = r(t)sin [%} cos [%} . (12)
z = r(t)sin [%}

Fiir den Betrag des Ortsvektors beliebiger Bahnkurven
(i1 = const., & = const.) folgt

\memﬂzuo, (13)
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d.h. zu einem beliebigen Zeitpunkt t > 0 ist der geo-
metrische Ort aller Punkte P [r (t),#, 7] der Bahnkurven
stets die Kugelflache mit dem Radius r(¢). Im Sonderfall
t = 0 erkennen wir im Ursprung des Koordinatensystems
r = 0 den Anfang aller Bahnkurven.

Die Anzahl méglicher Funktionen hinsichtlich r(t) ist
nicht beschrinkt. Der einfachste Ansatz wire
r=ct [m] ; (14)

d.h. in diesem Fall entfernen sich die Punkte langs belie-
biger Bahnkurven (ii = const., & = const.) mit konstan-
ter Radialgeschwindigkeit

= (15)
Tdt T |sec|’

¢ > 0 beliebig.
Eine weitere Moglichkeit wire der Ansatz
1>

— —ct [ } : 16
r= et |m (16)
d.h. in diesem Fall durchlaufen die Punkte dieselben
Bahnkurven derart, dass die Radialgeschwindigkeit pro-
portional mit der Zeit zunimmt

. dr m

sec

Hierbei ist ¢ > 0 eine beliebige Konstante mit der Dimen-
sion einer Beschleunigung. Man erkennt, dass die Geo-
metrie der Bahnkurven (11) beziiglich denkbarer Funk-
tionen r(t) invariant ist; die Kinematik #ndert sich. Als
Beispiel betrachten wir die Bahnkurve

#=6000000m , ©=8000000m (18)

in Verbindung mit dem einfachsten Ansatz beziiglich der

Funktion (¢) (14) und der gewéhlten Radialgeschwindig-

keit

c=6378000 . (19)
sec

Die Abb. 2 zeigt die Projektion P”’ der Bahnkurve (18) in
die (x, y)-Ebene, dargestellt durch den Ortsvektor

X (t) _ ct cos (Z) cos (Z)
Y (b) ctsin (%) cos (%)

X" —
(20)

Die Abb. 3 zeigt die Projektion P der Bahnkurve (18) in
die (x, z)-Ebene, dargestellt durch den Ortsvketor

x (t) ct cos (£> cos <E>
R — _ ct ct (21)

z(t) ct sin <cg_t>

Die Projektionen P und P zu den Zeitpunkten t =
1.0(0.5)3.0 sec sind in den Abbildungen Abb. 2 und
Abb. 3 besonders hervorgehoben. Im Weiteren erkennt
man, dass sich die Bahnkurven (& = const., o = const.)
fiir + — oo asymptotisch parallel zur x-Achse verhalten.

3.2 Die Bahngeschwindigkeit

Mit der Vektordarstellung der Bahnkurve (7 =
const., o = const.) (11) und dem einfachsten Ansatz be-
ziiglich der Funktion r(t) (14) folgt der Geschwindigkeits-
vektor

S oX dr  9X

mit dem Ergebnis
. X fun
X= y =C le (23)
z f13

und den Ortsfunktionen

fin =

fiz2 = sin (%) cos (%) . (24)

. 0 0 0
= sin| — ) ——cos|—
ha ( ct) ct < ct >

Wir erhalten die Bahngeschwindigkeit

. 72 + 11 cos? <Z> -
v(t)=|X|=c\ 1+ 2p [a} (25)

mit dem Grenzwert fiir f — oo beziiglich beliebiger Bahn-
kurven (i1 = const., 0 = const.)

lim v (ti,0) = c. (26)

t—o00
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x[10° m]

t=l,5 P

= x[lO6 m]

Abb. 3: Projektion P" der r-Linie in die (x, z)-Ebene

3.3 Die Projektion P’ der Bahnkurve in die
(y,z)-Ebene

Im Hinblick auf die meridiantreue Projektion der Kugel
in die Ebene als geometrisch-kinematische Lésung einer
Anfangswertaufgabe sind die Projektionen P’ der Bahn-
kurven (i1 = const., o = const.) in die (y, z)-Ebene von
besonderem Interesse; siehe Abb. 4 (Einheit: 10° m).

Diese Abb. 4 zeigt in + = [0, 0| die Projektion P’ der
Bahnkurve (18) in die (y, z)-Ebene, dargestellt durch den
Ortsvektor
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. u 0
ct sin <_t> Ccos (_t)
= ¢ ¢ . @7
. 0
ctsin | —
(%)

Wir sehen zur Zeit = t; = 1 sec, der Anfangszeit, die
Projektion P’ des DurchstoBpunktes P der Bahnkurve (18)
mit der Kugel

r=ct; = R=6378000m, (28)

die Erdkugel. Im Weiteren ist in der Abb. 4 die Projektion
des Geschwindigkeitsvektors
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(1)-(%)
z f13

mit seinem Betrag

=V V4= V (fi2)* + (f13)* (30)

dargestellt. Wir erkennen eine klassische Anfangswert-
aufgabe mit ihrer exakten Losung (27).

o (1) = ] X'

Die Losungen der Anfangswertaufgabe zu den Zeitpunk-

ten t = 2,3,4 sec sind in der Abb. 4 besonders hervor-

gehoben. Wir erkennen eine Punktfolge, die fiir t — oo

gegen den Punkt P'® strebt

P*: limy(t)=a, limz(t)=7; (31)
t—o0 t—o00

d. h. die Parameter (i7, ) gehen iiber in kartesische Koor-
dinaten. Dieses Ergebnis (31) folgt unter Beachtung der
Regel von I'Hospital fiir ¢ — oo im allgemeinen Fall
(i = const. # 0, 0 = const. # 0) sowie ¢ = const. # 0

()
sin | —
ct

. . . 0 _
tlgglo y(t) }E&W'}E&COS <a> =1 [m}

(32)

sowie

lim z(t) = lim ————— =7 [m} (33)

t—o0 t—o00 1
ct

also das Ergebnis

P*: y=ua

die Abbildungsgleichungen (1).

3.4 Die Richtung des Geschwindigkeitsvektors X
flirt — oo

Die Richtung « der Projektion des Geschwindigkeitsvek-
tors in die (y, z)-Ebene als Funktion der Zeit erhalten wir
aus der Vektordarstellung (29)

Z _ fi3
tana (t) = = =22, (35)
(t) i~ 2
siehe Abb. 4.

Mit den Grenzwerten der Ortsfunktionen f1, und fi3 Box
(24) fiir t — oo und (& = const. # 0, 7 = const. # 0)
sowie ¢ = const. # 0

A
o z=V pr®
9
34
= i’ t=2
P’
61 t=1
)‘"(,
X’
4 _
P /o y=u
b %0
- 24
X'
T T T |2 T AI' T 5 y

Abb. 4: Projektion P'der r-Linie in die (y, z)-Ebene

lim fio(57,0) =0, lim fis(£@,9) =0 (36)
t—o0 t—o0

folgt fiir die Geschwindigkeit v’ des Punktes P’ in der
(y,z)-Ebene aus (30) der Grenzwert

lim o' (t) = 0; (37)
t—o0

d.h. der Geschwindigkeitsvektor (29) strebt fiir t — oo
gegen einen Nullvektor

lim}z'—lim<y.>—<0>. (38)
t—o0 t—o0 z 0

Damit erhalten wir fiir die Richtung des Geschwindig-

keitsvektors einen unbestimmten Ausdruck
"

' 0
lim tantx(t;ﬂ,ﬁ) = lim E = lim @ =—. (39
t—o00 t—o0 Yy t—o0 f12 ,,0

Mit dem Beschleunigungsvektor in der (y,z)-Ebene als
zeitliche Anderung des Geschwindigkeitsvektors (29)

5 (i A f m
COEE

und den Ortsfunktionen

foo = — (122 +z72) ctsin (%) Ccos (%)
L . 0 u
— 2i0ct sin (ct) cos (ct) [mB] (41)
I S 3
fo3 = —0°ctsin (ct> [m°]
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folgt unter Beachtung der Regel von I’'Hospital

5
lim tanoc(t; 1, 17) = lim — = lim @ . (42)
t—o00 t—o0 y t—o00 f22

Der Grenzwert existiert. Mit den Grenzwerten

. . i _ . . 0 _
lim {ctsm <) ] =u, lim {ctsm <> ] =7
t—o0 ct t—o0 ct

und
lim cos <2> =1
t—o0 ct

lim cos (E> =1,
t—o0 ct

folgen die Grenzwerte der Ortsfunktionen fp» und f»3

lim fp (t; i, 17) = —i® — 3u0? (43)
t—o0
und
. s =) =3
tll,r?ofza (t, i, v) = —7°. (44)

Damit erhalten wir als Ergebnis den Grenzwert fiir die
Richtung (35) des betrachteten Geschwindigkeitsvektors
in der (y,z)-Ebene fir t — oo im allgemeinen Fall
(i1 = const. #0, 7 = const. # 0)

773

B

lim tan« (t,' i, z7> = tan a®
t—o0

eine Ortsfunktion kartesischer Koordinaten in dem Punkt
P’® (34) mit ungerader Symmetrie beziiglich @ = 0 und
7 =0.

Zu dem betrachteten Beispiel der Bahnkurve (18) erhalten
wir mit der Formel (45) die Richtung des Geschwindig-
keitsvektors in dem Punkt P'® (34)

64

o= 0o _ o nqq! g
71« 207 31" 95418 .

tan a® =

3.5 Ein Beispiel

Wir betrachten im Koordinatensystem geodétischer Ku-
gelkoordinaten P(r,1,7) die Kugelfliche der Erdkugel
mit dem Radius

r=R=6378000m, (46)

ein Gebiet G, definiert durch

Rn< 1 <3Rmn«

3
(Stidpol) 3 Rn< o < = R 7t (Nordpol)

N[ O

mit At = 2R7r und AT = R
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Die Punkte P(R,#,7) der Erdkugel (46) erkennen wir
als DurchstoBpunkte der Bahnkurven (ii = const., o =
const.) aus dem Definitionsbereich (47) mit der Erdkugel,
bei gewéhlter Radialgeschwindigkeit

F=c = 6378 000 - (48)
sec

zum Zeitpunkt f = 1 sec, der Anfangszeit. Die jeweilige
Bahngeschwindigkeit der Punkte P zur Anfangszeit erhilt
man mit der Formel (25).

Die Abb. 5 zeigt die Projektion P’ der Erdkugel » = R
in die (y, z)-Ebene, dargestellt durch 9 Parallelkreise fiir

j=0(1)8

und 17 Meridiane fiir j = 0(1)16

) 3 5
L_l]':Rﬂ—I—]%TR, ERngﬁngﬂ,
das Anfangsbild zur Zeit t = 1 sec.
Fir j = 0 bzw. j = 8 entarten die Parallelkreise auf

der Erdkugel als Stidpol bzw. Nordpol. Die Einheit in der
Abb. 5 ist gleich 10° m.

Wir erkennen beziiglich der Projektionen der Meridiane
ilj = const. zur Anfangszeit t = 1 sec folgende Eigen-
schaften:
a) Eindeutigkeit der Meridiane fiir j = 4; 12;
b) Zweideutigkeit der Meridiane fiir

j=17;2,6; 3,5, 9,15; 10,14; 11,13;
c) Dreideutigkeit der Meridiane fiir j = 0, 8, 16.
Demnach sind in der Abb. 5 neun Projektionen sichtbar.

Zu den Zeitpunkten t > 1 sec, z.B. t = 2,3,4,5, ... [sec],
erhalten wir als exakte Losungen der AWA eine Bildfolge,
die fiir t — oo gegen ein dquidistantes Gitternetz strebt,
die meridiantreue Abbildung des Gebietes G (47) (Erdku-
gel) in die Ebene, nunmehr als Projektionsvorgang erklart.
Die Abb. 6 zeigt das Anfangsbild zur Zeit t = 1 sec und
die Losung der AWA zur Zeit t = 8 sec, entsprechend die
Abb. 7 zur Zeit t = 100 sec.

Im Weiteren sind in diesen beiden Abbildungen 4 Projek-
tionen PZ-’ ausgewdihlter Bahnkurvenin 1 < t < 8 sec bzw.
in 1 <t < 100 sec dargestellt. Es sind die Bahnkurven
(1 = const., o = const.)

3
P': @y= Rm, o= SR
) 3
PZ : ilp = 3Rm, Up = =—Rm
g (49)
Py: 3= 3Rm, 0= SR
) 5
P4 : Uiy = Rm, U4 = §R7T
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Abb. 5: Das Anfangsbild zur Zeit t=1sec

Abb. 6: Anfangsbild und Losung der AWA

zur Zeit t=8sec

z[lO6m]
P4 P3
] //Ah
N7
_ :\ —
2
s 1
404 >
q,ﬁs
~ 03
W 3
AN
P []
(\\‘q P P2
AT —_ ——_v
v ﬁ:“zav— 2
6
] L] ] ] ] 1 1 L} ] L) y[lo m]
20 60

Abb. 7: Anfangsbild und Losung der AWA zur Zeit t=100 sec
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Die Absténde dl-;- der Punkte PZ-/ und P]/- in der (y, z)-Ebene
sind Funktionen der Zeit

!

di; (t) = \/(yj — )+ (z—2)" = \/Ay2 +4z

(50)
mit Pi/ (y;,z;) gemaB (27)
yi(t) = ctsin <f;> cos <Z>
- (51)
. Ui
zi(t) = ctsin <ct>

analog fiir P}. Mit (32),(33) folgen die Grenzwerte der Ab-
stinde di; (50) fiir t — oo

lim di} (t) = dl-;-°° = \/(aj — ai)z + (7 — 171-)2 = (52)

t—o00

Zu dem betrachteten Beispiel erhalten wir folgende Er-
gebnisse

/

dj$° = dy° = 2Rm= 40074 155.889 m
dys° = d°= Rm= 20037077.945 m
d)$° = dy® = Rmy/5 = 44 804 268.355 m

Zur raumlichen Vorstellung des Projektionsvorganges
denke man sich die Erdkugel » = R in Verbindung mit
den Bahnkurven (i = const., & = const.) aus dem De-
finitionsbereich (47) krummlinig in eine Kugel mit dem
Radius r = 8R meridiantreu projiziert. Projiziert man das
erhaltene Bild nunmehr in die (y, z)-Ebene, so folgt die
in der Abb. 6 dargestellte Losung der AWA zum Zeitpunkt
t = 8 sec. Entsprechend denke man sich zur Abb. 7 die
krummlinige meridiantreue Projektion der Erdkugel in die
Kugel mit dem Radius » = 100 R.

Im Weiteren betrachten wir in der (y, z)-Ebene die Pro-
jektionen der Geschwindigkeitsvektoren beziiglich P; und
Pé (49) mit der Radialgeschwindigkeit (48) gemiB (29)
i;:i’(t; ai,ﬁi) fir i =1,3 (53)
sowie ihre Richtungen fiir t — oo (45), die Grenzwerte

3

; + 317,
in den Punkten P/*
/00 - _ 3
P*: y=i;= Rm, z=01= ZRm
g (55)
P: y=i3= 3Rm, z=703= ER%
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Wir erhalten die Ergebnisse

7
tan af® = ok af = 23° 31" 56”4548
und
12
tanag® = é , af® = 10° 37’ 4871563

sowie die Differenz

Y93 = af® — af® = 12° 54 82985 . (56)

Der Winkel yq3 zwischen den Geschwindigkeitsvektoren
(53) als Funktion der Zeit folgt direkt aus dem Skalarpro-

dukt
_;/
(X %)
C05713<t} ﬂ1/51,53,53> = - (57)
!
%]

X/
Mit den Geschwindigkeitsvektoren (53) fiiri = 1,3

et

w

fla

X|=c (58)
fi3
und den Betrigen

ZC\/(fli2)z+(f1i3)z (59)

erhalten wir die Rechenformel fiir den Winkel 43 als
Funktion der Zeit

_;/

fiofd + s/

cosyys () =
\/(f112>2 + (f113>2 \/(f132>2 + (f133>2

(60)

Mit den Eigenschaften der Ortsfunktionen f1, und f3 fiir
t — oo (36) folgt der unbestimmte Ausdruck

1

. o 0

lim cosyl3( t; i1, 01,03, 03 ) = —. (61)
t—o00 //O
Der Grenzwert existiert
tlim cosy13 (t) = cosyis - (62)
— 00

Mit der Formel (45) erhalten wir fiir i = 1,3 in P'® (34)
die Einheitsvektoren
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und damit den Grenzwert (62) als Skalarprodukt Literatur
Heck, B.: Rechenverfahren und Auswertemodelle der Landesvermes-
Cos v — <E» oz oo> (63) sung. Herbert Wichmann Verlag, 2. Auflage, Karlsruhe, 1995.
Y13 17" ! Kuntz, E.: Kartennetzentwurfslehre. Herbert Wichmann Verlag, Karls-
ruhe, 1983.

Mittermayer, E.: Geodétische Kugelkoordinaten. Allgemeine Vermes-
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