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Zusammenfassung

Fiir die Analyse geodatischer Beobachtungen ist i.A. eine
sinnvolle Wahl der Koordinatendarstellung notwendig. Ob-
wohl viele terrestrische Instrumente polare Messelemente
registrieren, erfolgt die Auswertung haufig mit abgeleiteten
kartesischen Koordinaten, anstatt mit den origindren polaren
Messelementen. In diesem Beitrag wird mittels sequenziel-
ler quadratischer Programmierung untersucht, unter welcher
Voraussetzung die Modellparameter einer Optimierungsauf-
gabe beziiglich eines Wechsels in der Koordinatendarstellung
invariant sind. Am Beispiel einer Regressionsparabel wird
gezeigt, dass neben der sachgerechten Transformation des
funktionalen und des stochastischen Modells auch fiir die
Zielfunktion eine dquivalente Umformung nétig ist.

Summary

The analysing process of geodetic observations usually re-
quires a decision on the used coordinate representation. Most
of the terrestrial measurement instruments register polar ob-
servations, but during the analysis process, transformed Car-
tesian coordinates are often used. In this investigation, the
invariance of the estimated parameters regarding a change
in the coordinate representation is studied by means of the
sequential quadratic programming. Exemplified on a best-fit-
ting parabola, it is shown that the adequate transformation
of the functional and the stochastic model is not sufficient
to obtain identical estimates, because also an adapted target
function is required to get corresponding results.

Schliisselwdrter: Parameterschatzung, polare Koordinaten,
kartesische Koordinaten, sequenzielle quadratische Pro-
grammierung, Orthogonal-Distance-Fit

1 Einleitung

Die geometrische Erfassung von Objekten erfolgt in den
messenden Disziplinen i. A. durch das Erfassen diskreter
Objektpunkte. In Abhéngigkeit des gewidhlten Messver-
fahrens liegen die Koordinaten der registrierten Objekt-
punkte in polarer oder kartesischer Form vor. Zwischen
beiden Darstellungen besteht ein eindeutiger funktiona-
ler Zusammenhang, sodass eine Uberfithrung zwischen
beiden Koordinatendarstellungen widerspruchsfrei mog-
lich ist. In der Geodisie wird diese Uberfiihrung auch als
1. bzw. 2. geoditische Hauptaufgabe bezeichnet.

Der Informationsgehalt eines einzelnen Objektpunk-
tes ist hiufig zu gering, um bspw. die Geometrie oder
die Ausrichtung eines Messobjektes eindeutig zu quan-
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tifizieren. Erst das Bereitstellen eines funktionalen Zu-
sammenhangs und das Zusammenfiithren mehrerer Ob-
jektpunkte zu einem gemeinsamen Modell erlauben es,
gesuchte ZielgroBen abzuleiten. Die Parameterschitzung
zahlt hierbei zu den wichtigsten Werkzeugen zur sach-
gerechten Analyse geodéatischer Daten.

Im Auswerte- und Analyseprozess stellt sich somit die
Frage, in welcher Form die Koordinaten der Objektpunkte
bereitzustellen sind bzw. fiir welche Koordinatendarstel-
lung das funktionale und das stochastische Modell zu for-
mulieren sind. Die Verwendung von polaren Koordinaten
wird hiufig bereits durch das eingesetzte Messverfahren
motiviert, z.B. wenn die Datenerhebung mit einem Laser-
tracker, einer Totalstation oder einem Laserscanner rea-
lisiert wird. Die Datenanalyse erfolgt dann auf der Basis
der origindren Beobachtungen. Die bewihrten Verfahren
zum Aufdecken von mdéglichen Modellstorungen durch
fehlerbehaftete polare Messelemente (z.B. Lehmann und
Losler 2016) oder zur Schitzung von Varianzkomponen-
ten (z.B. Sieg und Hirsch 2000) kénnen direkt eingesetzt
werden und erfordern keine Ricktransformation in den
Beobachtungsraum.

Fir die Verwendung von kartesischen Koordinaten
spricht der hohe Anschauungsgrad. Weiterhin erfolgt die
Darstellung der Ergebnisse haufig in kartesischen Sys-
temen. So ist bspw. ein geschitzter Deformationsvektor
in kartesischer Darstellung deutlich einfacher zu inter-
pretieren als dessen polares Pendant. Ein lineares Modell
in kartesischer Darstellung wird in polarer Darstellung
i.A. nichtlinear. Das Verwenden von Polarkoordinaten
filhrt somit u.U. zu einer zusitzlichen Nichtlinearitat.
Hierdurch ist eine Steigerung des numerischen Aufwands
zu erwarten, welche insbesondere bei zeitkritischen Ver-
fahren die Verwendung von kartesischen Koordinaten
motiviert.

In diesem Beitrag wird untersucht, ob die gewé&hlte
Koordinatendarstellung die geschatzten Modellparameter
beeinflusst. Insbesondere wird gepriift, ob die geschétz-
ten Modellparameter unabhéngig von der gewéhlten Ko-
ordinatendarstellung sind bzw. welche Bedingung erfiillt
sein muss, um identische Resultate zu erhalten. Fiir Mes-
sungen mit einem terrestrischen Laserscanner untersu-
chen Koch und Kargoll (2015) sowohl die Verwendung
von polaren als auch die Verwendung von kartesischen
Koordinaten zur Detektierung von AusreiBlern. Die Auto-
ren zeigen, dass die Ergebnisse des linearisierten GauB-
Helmert-Modells unabhingig von der Koordinatendar-
stellung sind, wenn die Umformung von kartesischen
in polare Koordinaten in linearisierter Form verwendet
wird. Die Autoren lassen offen, ob die Ergebnisse auch
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bei Verwendung des korrespondierenden nichtlinearen
funktionalen Zusammenhangs unabhingig von der ge-
wihlten Koordinatendarstellung sind. Dies ist Gegen-
stand dieser Untersuchung.

Zur Schiatzung der Modellparameter wird in Ab-
schnitt 2 zunédchst die sequenzielle quadratische Pro-
grammierung (SQP) eingefiihrt. Die SQP zidhlt zum
Standardverfahren in der numerischen Optimierung, um
insbesondere Optimierungsaufgaben mit nichtlinearen
Nebenbedingungen zu lsen (Geiger und Kanzow 2002,
S. 234; Nocedal und Wright 2006, S. 529f.), und erlaubt
eine sehr anschauliche Analyse des hier untersuchten
Problems. In Abschnitt 3 werden am Beispiel einer aus-
gleichenden Parabel die Parameter mittels SQP geschitzt,
wobei in den Abschnitten 3.1 und 3.2 zum einen karte-
sische Koordinaten und zum anderen korrespondierende
polare Koordinaten als Beobachtungen verwendet wer-
den. Es zeigt sich, dass die Ergebnisse nicht identisch
sind. In Abschnitt 3.3 wird untersucht, woraus dieser
Unterschied resultiert und welche Bedingung erfiillt sein
muss, damit die Ergebnisse unabhéngig von der Wahl der
Koordinatendarstellung sind. Abschnitt 4 fasst die Ergeb-
nisse dieser Arbeit zusammen.

2 Sequenzielle quadratische Programmierung

Die sequenzielle quadratische Programmierung (SQP)
zdhlt in der numerischen Optimierung zur Klasse der
wichtigsten Verfahren zum Lésen von Optimierungsauf-
gaben mit nichtlinearen Nebenbedingungen (vgl. Geiger
und Kanzow 2002, S. 234). In der Geodisie ist die SQP
nur wenig verbreitet. Losler et al. (2019) setzen das Ver-
fahren ein, um die Formparameter des Hauptreflektors
eines VLBI-Radioteleskops zu schitzen und um das Last-
fall-abhéngige Deformationsverhalten zu modellieren.
Zur Entwicklung eines Algorithmus zur Bestimmung
von Transformationsparametern greift Fang (2015) auf
die SQP zuriick. Losler (2020) verwendet die SQP, um die
Formparameter eines Zylinders mit elliptischer Grund-
fliche zu schitzen. Allgemein werden quadratische Pro-
gramme zur Losung von Optimierungsaufgaben mit Un-
gleichheitsrestriktionen eingesetzt. Die Schitzung von
zwingend positiven Varianzkomponenten (Amiri-Sim-
kooei 2016) oder Beobachtungsgewichten in der geoditi-
schen Netzoptimierung (Roese-Koerner und Schuh 2014)
sind weitere anschauliche Beispiele.

Die zu l6sende nichtlineare Optimierungsaufgabe lau-
tet (Nocedal und Wright 2006, S. 530)

minQ(u) (1a)
unter der Nebenbedingung

f(u)=0. (1b)
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Hierin ist u der Vektor der unbekannten Parameter. Die
Verkniipfung von Zielfunktion Q und Nebenbedingung f
erfolgt mittels der Lagrange-Funktion, d.h.,

L:%Q+ka, (2)

worin A den Vektor der Lagrange-Multiplikatoren dar-
stellt. Ist der Gradient der Lagrange-Funktion

v, L(i4) :%VQJFJT;Z -0, (2a)

vg(ﬁ,i): f=0, (2b)

so erfiillt der Vektor [ﬁT iTJ die notwendige Optimali-
tatsbedingung (Geiger und Kanzow 2002, S. 46f.). Die
Matrix J ist hierbei die Jacobimatrix, welche die ersten
partiellen Ableitungen der Nebenbedingung an der Stel-
le u enthilt, und VQ ist der Gradient der Zielfunktion
an der Stelle u. Dass es sich bei [ﬁT iTJ tatsichlich um
ein (lokales) Minimum handelt, 1dsst sich mit Hilfe der
Hessematrix priifen. In diesem Beitrag wird unterstellt,
dass neben dem eindeutigen Minimum kein Maximum
oder Sattelpunkt existiert. Die hinreichende Bedingung
fiir das Minimum ist somit erfiillt, wenn die erste Ablei-
tung Null wird (Lenzmann und Lenzmann 2004).
Werden geeignete Startwerte u=°, 2*=0 bereitgestellt,
so lassen sich die unbekannten Parameter bzw. die La-
grange-Multiplikatoren bekanntermaBen mittels New-
ton-Verfahren iterativ bestimmen. Das hierbei im k-ten
Iterationsschritt zu l6sende Gleichungssystem lautet

vie 5 an] | lve
3ol i |72 G)
S
mit
1 N
V2 L =—VQ+SAHY, 4
wl=2ViQ+ 3 @)

i=1

worin Au=1a-u” der Zuschlagsvektor der unbekannten
Parameter ist und V2Q bzw. H® die Hessematrizen der
Zielfunktion bzw. der i-ten Nebenbedingung an der Stel-
le u sind (Nocedal und Wright 2006, S. 532). Die Newton-
Iteration wird solange wiederholt, bis die Optimalitats-
bedingung erfiillt ist, wobei in jedem Schritt die neuen
Iterierten als verbesserte Startlosung fungieren.

Das Beriicksichtigen der zweiten partiellen Ableitun-
gen wird bei der sequenziellen quadratischen Program-
mierung durch das Newton-Verfahren motiviert. Fir
geeignete Startwerte bzw. gut konditionierte Gleichungs-
systeme kann quadratische Konvergenz erwartet werden
(Geiger und Kanzow 1999, S. 84; Lenzmann und Lenz-
mann 2007). In diesem Beitrag wird davon ausgegangen,
dass diese Voraussetzung erfiillt ist und Mechanismen
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zur Schrittweitensteuerung oder Trust-Region-Verfahren
nicht benétigt werden. Fiir Details zu diesen und weite-
ren Verfahren sei auf die Standardliteratur zur numeri-
schen Optimierung verwiesen (z.B. Geiger und Kanzow
2002, Nocedal und Wright 2006).

3 Parameterschatzung

Am Beispiel einer Regressionsparabel wird im Folgenden
gepriift, ob die Schitzwerte durch die gewé&hlte Koor-
dinatendarstellung der Beobachtungen beeinflusst wer-
den. Der hierfiir verwendete Datensatz ist Lenzmann und
Lenzmann (2004) entnommen und in Tab. 1 zusammen-
gestellt. Es handelt sich um zwei Objektpunkte in karte-
sischer Darstellung.

Tab. 1: Gegebene kartesische Koordinaten zur Schatzung
des Parameters einer Parabel, deren Scheitelpunkt im Ko-
ordinatenursprung liegt (Lenzmann und Lenzmann 2004).

X Yy
P, 2,5 4,8
P, 4,0 5,0

Die vier Koordinatenkomponenten sind unabhingige und
identisch verteilte Zufallsvariablen, sodass ihre Disper-
sion durch

X =c.l (5)

beschrieben wird. Hierin ist o, der Varianzfaktor der
Gewichtseinheit und I stellt eine Einheitsmatrix dar.
0.B.d.A.seic; =1.

Das funktionale Modell lautet

0=ax! -y, (6)

und beschreibt eine Parabel, deren Scheitelpunkt im
Koordinatenursprung liegt. Der Formparameter a defi-
niert hierbei die Parabel6ffnung und x; bzw. y; sind be-
liebige kartesische Koordinaten von Objektpunkten auf
der Parabel.

Wihrend Lenzmann und Lenzmann (2004) fir die
Schétzung von a das GauB-Helmert-Modell vorschla-
gen, wird nachfolgend die in Abschnitt 2 eingefiihrte
SQP zur Parameterschitzung verwendet, da diese eine
sehr anschauliche Analyse des hier untersuchten Pro-
blems ermdéglicht. Zunédchst wird der Modellparameter a
der Regressionsparabel mit kartesischen Koordinaten
und anschliefend mit Polarkoordinaten bestimmt. Zur
besseren Unterscheidung zwischen beiden Modellansit-
zen werden die jeweils auftretenden GroBSen mit einem
tiefgestellten ¢ bzw. p flir den kartesischen bzw. polaren
Modellansatz versehen.

3.1 Parabel mit kartesischen Koordinaten

Zur Bestimmung der Regressionsparabel werden die in
Tab. 1 gegebenen kartesischen Koordinaten der beiden
Objektpunkte als Beobachtungen betrachtet. Durch das
Einfiihren von Beobachtungsverbesserungen v, ergibt
sich mittels Gl. (6) die in Gl. (1b) zu beriicksichtigende
Nebenbedingung

Ozac(x[+vx,)2—(yl.+vy‘). (7)

Die zu bestimmenden Parameter dieses Optimierungs-
problems setzen sich somit aus dem Formparameter a.
und den vier Verbesserungen v, der kartesischen Koordi-
naten zusammen, d.h.,

T_
uc—(aC L vyz). (8)

Die Zielfunktion in GI. (1a) ergibt sich durch die Forde-
rung nach minimaler gewichteter Verbesserungsquadrat-
summe zu

Qc = uIWcuc = VTPCVC’ (9)

Cc

worin P,=1 die aus Gl. (5) abgeleitete Gewichtsmatrix
ist und

00
W, = .
o)

Der Gradient der Lagrange-Funktion ergibt sich aus dem
Gradienten der Zielfunktion

VQ, =2W.u, (10a)
und der Jacobimatrix
(x1 +vfI )2 2a* (x1 +v§ ) -1 0 0

J.= ,
0 2af(x2+vf2) -1

(10b)

welche die partiellen Ableitungen der Nebenbedingungen
enthilt. Gradient und Jacobimatrix in Gl. (10) sind an der
aktuellen Entwicklungsstelle u® zu bilden. Zur Erstellung
der Hessematrix der Lagrange-Funktion in Gl. (4) werden
weiterhin die Hessematrix der Zielfunktion
ViQ, =2W, (11a)
und die Hessematrizen der beiden auftretenden Neben-
bedingungen
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0 2(x+v) 0 0 0
20x+v) 2a¢ 0 00
HY = 0 00 0] (1)
0 0 00 0
0 0 000
0 0 0 2(x,+v) 0
0 00 0 0
H = 0 00 0 0 (11¢)
2(x,+v) 0 0 24! 0
0 00 0 0

an der Stelle uﬁ benotigt. Mit den Gl. (10), (11) liegen
alle Modellmatrizen vor, sodass sich mittels GIl. (3) die
neuen Iterierten ergeben. Fiir die Startwerte a'™ =1,
vi =0 und A" =0 ergibt sich nach wenigen Iteratio-
nen der Losungsvektor

0,456218 63
0,664 899 18

u, =|-0,23024643 |, (12)
-0,623 16990
0,202 252 66

fiir den hier aus Griinden der spéteren Vergleichbarkeit
eine erhohte Stellenanzahl gewdhlt wurde. Fiir die um
v, verbesserten Objektpunkte erhilt man

A 3,164 899 18

P, = , (13a)
’ 4,569 753 57

N 3,376 83010

P, = : (13b)
’ 5,202 252 66

Diese Losung stimmt mit der in Lenzmann und Lenz-
mann (2004) angegebenen Losung iiberein, wobei die
geringe Differenz in v, auf eine unterschiedliche Run-
dung der Ergebnisse zuriickzufiihren ist. Die aus Gl. (9)
resultierende gewichtete Verbesserungsquadratsumme
lautet Q.=0,92435120. Die punktbezogenen Verbesse-
rungsvektoren stehen aufgrund des stochastischen Mo-
dells senkrecht auf der Parabel, sodass dieses Ergebnis
einem sogenannten Orthogonal-Distance-Fit entspricht
(Spéth 1996). Die Minimierung der orthogonalen Abstin-
de wird haufig als natiirliches BewertungsmaB bezeichnet
(Wijewickrema et al. 2010), da diese eine einfache geo-
metrische Interpretation der resultierenden Residuen zu-
lasst (z.B. Neitzel et al. 2019).
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3.2 Parabel mit polaren Koordinaten

Zur Bestimmung der Regressionsparabel mit Polarkoor-
dinaten sind zunichst die kartesischen Koordinaten der
beiden Objektpunkte in Tab. 1 mittels der nichtlinearen
Transformation

2 2

L=NX Vi (14a)

¢, =atan2(y,,x,), (14b)
umzuformen, worin r die Strecke und ¢ das Azimut ist.
Weiterhin ist die in Gl. (5) angegebene Dispersion X, der
kartesischen Koordinaten durch ein geeignetes Verfahren
zu transformieren. In der Geodéasie wird hierfiir i. A. auf
das Varianz-Kovarianz-Fortpflanzungsgesetz

L =FZF' (15)

zuriickgegriffen (Koch 1999, S. 100), worin

TR
N
4 X,
L4 o0 0
| 7o
F= (16)
o o = 2
rZ r2
o 0 ko
r2 r2

die Modellmatrix der linearisierten Transformation zwi-
schen kartesischen und polaren Koordinaten darstellt.
Mogliche weitere Verfahren werden in (Losler et al. 2016,
2020) diskutiert. Die Gewichtsmatrix resultiert aus der
inversen Dispersion (Koch 1999, S. 104) und ist in diesem
Beispiel gegeben durch

P =diag(l 29,29 1 41). (17)

Das zu Gl. (6) korrespondierende funktionale Modell mit
Polarkoordinaten ergibt sich durch Substitution der in-
versen Transformation von Gl. (14) zum Wechsel der Ko-
ordinatendarstellung

X, =1,c084,, (18a)
y,=rsing,, (18D)
zu

O:a(rl.cos¢i)2—risin¢i. (19)

Die Nebenbedingung des Optimierungsproblems lautet
mit Beriicksichtigung der polaren Beobachtungsverbes-
serungen v,
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0=a, ((i; +v, )cos(yﬁi +V, ))2 —(rl. +v, )sin(¢i +v, ), (20)

sodass der Vektor der unbekannten Parameter im polaren
Modellansatz gegeben ist durch

u; :(ap v, Ve V.V ) (21)
Die Zielfunktion ergibt sich wiederum aus der Forderung

nach minimaler gewichteter Verbesserungsquadratsum-
me, d.h.,

T T
Q,=u,Wu =vPv, (22)
worin
00
W = .
P10 P

In Ubereinstimmung mit den Ausfithrungen in den Ab-
schnitten 2 und 3.1 ist der Gradient und die Hessematrix
der Lagrange-Funktion zu bilden und Gl. (3) iterativ zu
losen. Auf eine explizite Darstellung der einzelnen Mo-
dellmatrizen wird hier aus Griinden der Ubersichtlich-
keit verzichtet. Fiir die Startwerte a, " =1, v, =0 und
A, " =0 ergibt sich nach wenigen Iterationen der Lo-
sungsvektor

0,448 088 85
0,18841047

u, =|-0,128489 55 (23)
-0,169 266 03
0,09553139

und die mit GI. (18) transformierten Objektpunkte in kar-
tesischer Darstellung

N 3,20217350

P, = ) (24a)
P 4,594 665 09

N 3,41218072

P, = . (24b)
P 5,217 088 35

Die aus GI. (22) resultierende gewichtete Verbesserungs-
quadratsumme ist €, =0,92189075.

Der geschitzte Modellparameter a, die Verbesserungs-
quadratsumme Q und die Objektpunktkoordinaten von
131 bzw. 152 koénnen direkt miteinander verglichen werden.
Es zeigt sich, dass die Ergebnisse mit kartesischen Ko-
ordinaten nicht identisch sind im Vergleich zu den Er-
gebnissen mit Polarkoordinaten. Es sei an dieser Stelle
explizit darauf hingewiesen, dass sich diese Unterschie-
de auch mit dem von Lenzmann und Lenzmann (2004)
vorgeschlagenen GauB-Helmert-Modell ergeben und
nicht auf die Verwendung der SQP zuriickzufiihren ist.
Abb. 1 zeigt einen kleinen Ausschnitt der resultierenden
Parabeln bei Verwendung kartesischer bzw. polarer Ko-
ordinaten sowie die beiden origindren und jeweils ver-
besserten Objektpunkte in kartesischer Darstellung. Beide
Graphen differieren infolge unterschiedlich geschéatzter
Parameter u.

3.3 Modifikation der Zielfunktion

Koch und Kargoll (2015) weisen fiir das linearisier-
te GauB-Helmert-Modell nach, dass das Einfithren der
Transformationsmatrix F zum Wechsel der Koordinaten-
darstellung v;, =Fv_die Ergebnisse nicht beeinflusst. Dies
scheint zunédchst im Widerspruch zu den abgeleiteten Er-
gebnissen in Abschnitt 3.1 und 3.2 zu stehen, welche of-
fensichtlich nicht identisch sind. Die Autoren zeigen je-
doch nur, dass die Ergebnisse durch das Beriicksichtigen

5.5 T T
—0— Kartesisch
= == = Polar
A Objektpunkte
> 5.0 | A —
Py
A
P,
4.5 - -
2.0 2.5 4.0 4.5

Abb. 1: Ausschnitt der geschadtzten Parabeln. Wahrend die Regressionsparabel mit kartesischen Koor-
dinaten als durchgezogene weinrote Linie dargestellt ist, stellt die gestrichelte graue Linie die Para-
bel mit Polarkoordinaten dar. Rote Kreise bzw. graue Vierecke markieren die verbesserten Beobach-
tungen im kartesischen bzw. polaren Modellierungsansatz, jeweils in kartesischer Darstellung. Beide
Parabeln sind nicht identisch. Rote Dreiecke symbolisieren die originaren Objektpunkte, siehe Tab. 1.
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von F im kartesischen Modell invariant sind. Da die Ma-
trix F in Gl. (16) quadratisch und regulir ist und somit
deren Inverse F! existiert, ergibt sich durch die lineare
Transformation der Verbesserungen v, die Zielfunktion

O, =Vv'F'(FLF") Fv, (25)
=V'F'(F") Z'F 'Fv,
=viX v,
= QC s

welche jedoch nicht identisch ist mit Gl. (22). Die Ergeb-
nisse innerhalb eines verwendeten Modellansatzes sind
somit invariant bzgl. der linearen Transformation. Da die
Umformungen der Koordinatendarstellungen nach den
Gl. (14) bzw. Gl. (18) nichtlinear sind, ergeben sich bei
Verwendung von verschiedenen Koordinatendarstellun-
gen unterschiedliche Zielfunktionen. Die Invarianz der
Modellparameter kann durch den Wechsel der Koordina-
tendarstellung daher nicht erwartet werden, wie die Er-
gebnisse in den Abschnitten 3.1 und 3.2 zeigen.

Im Folgenden soll eine Moglichkeit aufgezeigt werden,
die Ergebnisse des polaren Modellansatzes mittels kar-
tesischer Koordinaten zu schitzen. Die Nebenbedingung
nach Gl. (7) bleibt hierbei unverdndert, sodass sich die
Jacobimatrix J. und die Hessematrizen H, entsprechend
der GI. (10b), (11b), (11c) ergeben. Weiterhin wird das vor-
gegebene stochastische Modell nach Gl. (5) tibernommen.

Die in Gl. (9) angegebene Zielfunktion Q. ist hin-
gegen so zu modifizieren, dass diese dquivalent zur Ziel-
funktion Q, ist. Abb. 2 zeigt schematisch die hierfiir
notwendige Bedingung zwischen den polaren und den
kartesischen Verbesserungen, wenn diese ein identisches
Optimierungsproblem parametrieren. Es ist leicht abzu-
lesen, dass sich mit Hilfe des nichtlinearen funktionalen
Zusammenhangs in Gl. (14) die kartesischen Verbesse-
rungen vV, durch &quivalente polare Verbesserungen
v, =€(V,) ausgedriickten lassen, d.h.,

=l () - 5o
v, :atan2(y,. +V,,x, +\7xl)—atan2(y,.,x,.). (26b)

Wird v, =€(¥,) in Gl (22) substituiert, folgt die modi-
fizierte Zielfunktion fiir das kartesische Modell

Q. =¢(V, )T Pe(V,). (27)
Durch Bildung des Gradienten vQ, und der Hessema-
trix V’Q_ der modifizierten Zielfunktion Q_ an der Stel-
le u' werden die unbekannten Parameter gemiB Gl. (3)
mittels Newton—Verfah_ren bestimmt. Fiir die Startwerte
a' =1, v =0 und 1™ =0 ergibt sich

c c
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Abb. 2: Zu beriicksichtigende geometrische Bedingung
zwischen den polaren und den kartesischen Verbesserun-
gen. Die Parabel ist dunkelgrau gestrichelt dargestellt.
Rot dargestellt sind die kartesischen Verbesserungen v, v,,
blau dargestellt sind die polaren Verbesserungen v,, v,.
Beide Koordinatendarstellungen beschreiben nur dann ein
identisches Optimierungsproblem, wenn ihre Beriicksichti-
gung P ergibt.

0,448 088 85
0,702 173 50

. =| —0,20533491 (28)
-0,58781928
0,217 088 35

sowie

(29a)

~ 3,202 173 50
4,59466509 )’

(29b)

c,2 —

o 3,41218072

[5,217 088 35)
Die modifizierte = Verbesserungsquadratsumme  ist
f_lc =0,92189075. Wie ein Vergleich mit den Ergebnissen
in Abschnitt 3.2 zeigt, sind diese erwartungsgemif nun
identisch.

Auch bei Verwendung von Polarkoordinaten lassen
sich die Ergebnisse des kartesischen Modells reproduzie-
ren. Ausgehend von Gl. (9) kann die modifizierte Ziel-
funktion mittels Abb. 2 und GI. (18) leicht abgelesen wer-
den, d.h.,

0, =¢(v,) Pe(v,), (30)
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worin VC=8(VP) die nichtlineare Transformation der
polaren Verbesserungen in kartesische Verbesserungen
beschreibt, d.h.,

v, :(r,. +\7r[)cos(¢,. +\7¢[)—r,.cos - (31a)
)_

v, =(r[ +\7,,[)sin(¢,. +V, |—rsing,. (31b)

Firr die Startwerte @, =1, v, =0 und 1/ =0 ergibt
sich

0,456218 63
0,146 684 34

0, =| -0,125 550 62 (32)
~0,200994 42
0,098 992 19

sowie die verbesserten Objektpunktkoordinaten in karte-
sischer Darstellung

-~ 3,164 899 18
Pp = 3 (333]
4,569 753 57
2 3,376 830 10
2 = . (33h)
5,202252 66
Die modifizierte Verbesserungsquadratsumme lautet

Q =0,92435120. Ein Vergleich mit den Ergebnissen in
Abschnitt 3.1 und mit den publizierten Ergebnissen in
Lenzmann und Lenzmann (2004) zeigt, dass diese wie-
derum identisch sind. Die mittels Gl. (31) transformierten
kartesischen Verbesserungen stehen aufgrund von Gl. (5)
senkrecht auf der Parabel, sodass dieses Ergebnis wieder-
um einem Orthogonal-Distance-Fit entspricht.

Die Parameter eines Optimierungsproblems sind so-
mit unabhdngig von der gewdhlten Koordinatendar-
stellung. Identische Ergebnisse ergeben sich jedoch nur,
wenn neben dem funktionalen und dem stochastischen
Modell auch die Zielfunktion sachgerecht transformiert
wird. Um zu priifen, welche Koordinatendarstellung aus
numerischen Griinden zu empfehlen ist, bietet sich eine
Bewertung der Kondition der Gleichungssysteme an.
Die Kondition beschreibt hierbei die Sensitivitdt eines
Gleichungssystems gegeniiber kleinen Stérungen, die
z.B. durch Computerarithmetiken hervorgerufen werden
(z.B. Golub und Loan 2013, S. 88).

Die Kondition einer reguldren symmetrischen Matrix
lasst sich allgemein durch das Verhéltnis zwischen dem
betragsmaBig groBten und dem betragsmiBig kleinsten
Eigenwert

_ P
K, = |>\'m1n| (34]

ausdriicken und wird auch als Spektralkondition be-
zeichnet (Geiger und Kanzow 1999, S. 327). Numerisch

Tab. 2: Kondition «;, der untersuchten Gleichungssysteme
in Abhdngigkeit der gewdhlten Koordinatendarstellung.
Zur ldentifizierung der einzelnen Modelle ist die Zielfunk-
tion Q angegeben.

Modellansatz Q. Q, Q Q

c p

Kondition x, 9 50 9 47

stabile Gleichungssysteme sind unempfindlich gegentiber
kleinen Stérungen und besitzen eine kleine Konditions-
zahl x,. Sie werden als gut konditioniertes Problem be-
zeichnet. Weist ein Gleichungssystem hingegen eine hohe
Konditionszahl x, auf, so spricht man von einem schlecht
konditionierten Problem. Bei der Verwendung von ite-
rativen Losungsverfahren weisen schlecht konditionierte
Gleichungssysteme héufig ein ungiinstigeres Konver-
genzverhalten auf oder flihren zu Divergenz (Kupferer
2004, Pyzara et al. 2011). Startwerte sind in diesem Fall
sorgsam zu wihlen, und der Einsatz geeigneter Prikondi-
tionierungsverfahren zur Verbesserung der Kondition ist
empfehlenswert (Kanzow 2005, S. 250 ff.).

Tab. 2 fasst die Konditionszahlen der untersuchten
Gleichungssysteme zusammen. Die jeweilige Zielfunk-
tion symbolisiert hierbei die einzelnen Modelle. Fiir die
beiden Modelle mit kartesischen Koordinaten kann eine
kleinere Konditionszahl abgelesen werden als fiir die kor-
respondierenden Modelle mit Polarkoordinaten. Die Para-
metrierung mit kartesischen Koordinaten ist demnach fiir
die hier untersuchten Modelle numerisch stabiler und zu
empfehlen.

4 Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurde gepriift, ob die Wahl der Ko-
ordinatendarstellung die Schitzwerte beeinflusst oder ob
identische Ergebnisse zu erwarten sind. In Abschnitt 3
konnte am Beispiel einer Regressionsparabel anschaulich
demonstriert werden, dass die geschitzten Modellpara-
meter bzgl. eines Wechsels in der Koordinatendarstellung
nicht invariant sind, wenn der nichtlineare Zusammen-
hang zwischen den Koordinatendarstellungen in der
Zielfunktion unberiicksichtigt bleibt, siehe auch Abb. 1.

Wie Abschnitt 3.3 zeigt, lassen sich durch eine ge-
eignete Modifikation der Zielfunktion die Schitzwerte
unabhéngig von der gewdéhlten Koordinatendarstellung
der Beobachtungen bestimmen. Identische Ergebnisse
konnen demnach nur erwartet werden, wenn neben dem
funktionalen und dem stochastischen Modell auch die
Zielfunktion sachgerecht transformiert wird. Insbesonde-
re konnen die Ergebnisse eines sogenannten Orthogonal-
Distance-Fit auch unter Beriicksichtigung von Polarkoor-
dinaten reproduziert werden (vgl. Losler und Eschelbach
2020).

Da sich die geschitzten Parameter bei identischen Ein-
gangsdaten in Abhéngigkeit der gewihlten Zielfunktion
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dndern, kann es zu unterschiedlichen Interpretationen
der Ausgleichungsergebnisse kommen. Insbesondere sind
im Grenzbereich gegensitzliche Aussagen moglich, z.B.
bei der Toleranzpriifung von Werkstiicken oder der De-
formationsanalyse. Eine Empfehlung, welche Zielfunk-
tion moglicherweise geeigneter ist, bleibt Gegenstand
weiterer Untersuchungen und ist nicht Teil dieser Arbeit.
Unabhingig von der gewdihlten Zielfunktion empfiehlt
sich aus numerischen Griinden die Verwendung von kar-
tesischen Koordinaten fiir die in diesem Beitrag unter-
suchten Modelle. Die hierbei resultierenden Gleichungs-
systeme sind numerisch stabiler und weisen eine bessere
Kondition gegeniiber den korrespondierenden polaren
Modellen auf.

Zur Parameterschidtzung wurde in Abschnitt 2 die se-
quenzielle quadratische Programmierung eingefiihrt, da
diese eine sehr anschauliche Analyse des hier untersuch-
ten Problems zuldsst. Die SQP zahlt zu den Standard-
verfahren in der numerischen Optimierung und wird
insbesondere bei Optimierungsaufgaben mit nichtlinea-
ren Nebenbedingungen empfohlen (Geiger und Kanzow
2002, S. 234; Nocedal und Wright 2006, S. 529f.). Die
Parameter werden iterativ durch das Lésen von quadra-
tischen Teilproblemen geschétzt. Das Berticksichtigen der
zweiten partiellen Ableitungen wird bei der SQP durch
das Newton-Verfahren motiviert. Fiir geeignete Startwer-
te bzw. ein gut konditioniertes Gleichungssystem kann
quadratische Konvergenz erwartet werden (Geiger und
Kanzow 1999, S. 84; Lenzmann und Lenzmann 2007).
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