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Zusammenfassung
Das Überprüfen von Objektveränderungen im Rahmen einer 
statistisch fundierten Deformationsanalyse ist eine Kernauf-
gabe der Ingenieurgeodäsie. Insbesondere in den 1970er und 
1980er Jahren wurden von verschiedenen Institutionen die 
mathematischen und statistischen Grundlagen dafür heraus-
gearbeitet und verschiedene Modelle entwickelt und gegen-
übergestellt. Auch wenn die moderne Messtechnik heute eine 
kontinuierliche und lückenlose Überwachung von Objekten 
zulässt, spielt die diskontinuierliche bzw. periodische Über-
wachung dennoch schon allein aus wirtschaftlichen Gründen 
weiterhin eine wesentliche Rolle in der angewandten Inge- 
nieurgeodäsie. Während die Datenbasis einer Kongruenzana-
lyse häufig auf den Resultaten der Einzelepochenausglei-
chungen beruht, findet in diesem Beitrag ein Analysekonzept 
Anwendung, welches auf den originären Beobachtungen 
beruht. Auf der Basis des allgemeinen Data-Snoopings wer-
den neben Beobachtungsfehlern auch Punktverschiebungen 
aufgedeckt. Durch die Integration zusätzlicher Bedingungs-
gleichungen lässt sich darüber hinaus auch ein gemeinsames 
Deformationsverhalten im Rahmen einer Blockbewegungs- 
und Strainanalyse klassifizieren. Am Onsala Space Observato-
rium in Schweden erfolgte 2014 und 2015 eine umfangreiche 
Mess- und Überwachungskampagne, um das Stationsnetz an 
das amtliche Höhensystem anzuschließen und die Stabilität 
dieses Höhennetzes zu untersuchen. Bevor die Daten dieses 
realen Netzes analysiert werden, wird das vorgestellte Kon-
gruenzmodell zunächst an einem synthetischen Lagenetz be-
wertet.

Summary
The congruence analysis is one of the major tasks in the field 
of applied engineering geodesy. The stability of an object is 
tested and evaluated based on statistical hypothesis testing. 
Especially in the 1970s and 1980s the necessary mathematical 
and statistical background was derived by several institutes. 
Based on these scientific fundamentals algorithms and soft-
ware packages were developed and compared to each other. 
Although modern metrology allows today continual obser-
vations, for economic reasons the discontinuous or routine 
deformation analysis still plays a key role in applied geodesy 
today, because the instruments are not setup permanently. 
Usually, deformations are derived from the results of inde-
pendent single adjustments. This article presents an analysis 
concept that combines the different original observation sets 
and furthermore integrates deformation analysis into one 
unified model. Based on Baarda’s Data-Snooping method, a 
generalised hypothesis testing is introduced to detect ques-
tionable observations as well as object deformations. More-
over, shift and strain parameters can be estimated by extend-

ing the functional model of the least-squares algorithm. The 
approach is demonstrated on a synthetic horizontal network 
presented in 1983, followed by the analysis of a levelling net-
work, which was observed at the Onsala Space Observatory in  
2014 and 2015.

Schlüsselwörter: Kongruenzanalyse, Strainanalyse, Beobach-
tungsmethode, Hypothesentest, Netzausgleichung

1 Onsala Space Observatorium

Das 1949 gegründete Onsala Space Observatorium (OSO) 
ist eine schwedische Forschungseinrichtung, die Teil 
des Instituts für Weltraum- und Geowissenschaften der 
Chalmers Technische Hochschule in Göteborg ist und in 
Kooperation mit dem schwedischen Wissenschaftsrat be-
trieben wird. Das Observatorium liegt ca. 40 km südlich 
von Göteborg an der schwedischen Westküste und ist u. a. 
mit Instrumenten für die beiden geodätischen Weltraum-
messverfahren VLBI (Very Long Baseline Interferometry) 
und GNSS (Global Navigation Satellite System) ausgerüs-
tet. Das Observatorium ist damit eine sogenannte Co-Lo-
cation Station. Für VLBI-Beobachtungen steht neben dem 
25 m Radioteleskop ein von einem schützenden Radom 
umschlossenes 20 m Radioteleskop zur Verfügung. Des 
Weiteren werden derzeit zwei baugleiche Radio tele skope 
für die nächste Generation geodätischer VLBI, VGOS 
(VLBI2010 Global Observing System), errichtet (vgl. Haas 
2013). Für GNSS-Beobachtungen stehen gegenwärtig ca. 
sechs permanent installierte Antennen zur Verfügung. 
Das Observatorium ist Teil des Internationalen VLBI Ser-
vice (IVS) und des Internationalen GNSS Service (IGS). 
Durch die geographische Nähe des Observatoriums zum 
Kattegat werden zusätzlich kontinuierliche Pegelmessun-
gen durchgeführt. Hierfür stehen ein GNSS-Mareograf 
sowie mehrere sogenannte Bubble-Mareografen und ein 
Radar-Mareograf zur Verfügung. Seit 2015 ist das Ob-
servatorium eine offizielle Pegelmessstation im Pegelnetz 
des Schwedischen Meteorologischen und Hydrologischen 
Instituts (SMHI), das die nationale Verantwortung für 
Meeresspiegelbeobachtungen an der schwedischen Küste 
besitzt. Hierfür ist die Pegelmessstation zum einen an das 
offizielle schwedische Höhensystem RH2000 anzuschlie-
ßen und deren Invarianz in periodischen Überwachungs-
messungen nachzuweisen. Zum anderen sind gleichzeitig 
die Pegelmessstellen mit dem lokalen Stationsnetz am 
Observatorium zu verknüpfen (vgl. Haas et al. 2016). Im 
Rahmen von zwei umfangreichen Messkampagnen in den 
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Jahren 2014 und 2015 wurde das lokale Netz nivellitisch 
durch Präzisionsnivellements erfasst und an das offizielle 
schwedische Höhenbezugssystem RH2000 angeschlossen 
(Wulf 2014, Bieker 2015).

Im Folgenden werden im Abschnitt 2 diese beiden 
Messkampagnen zur Erfassung des Höhennetzes kurz be-
schrieben. Bevor die Analyse der erhobenen Daten erfolgt 
und die Ergebnisse im Abschnitt 4 präsentiert werden, 
wird das verwendete Kongruenzmodell im Abschnitt 3 
erläutert und an einem synthetischen Datensatz demons-
triert und mit den Resultaten anderer Institutionen ver-
glichen.

2 Messkampagnen am Onsala Space 
Observatorium

Das lokale Vermessungsnetz des OSO befindet sich in ei-
nem zum Großteil naturbelassen Reservat. Gneisgestein 
formt in diesem Areal ein sehr bewegtes Geländeprofil, 

das bis zur Küste hinunter direkt an die felsige Uferlinie 
reicht. Das Vermessungsnetz des Observatoriums kann 
grob in vier Teilnetze gegliedert werden. Im Nordosten 
der Station befinden sich das 20 m IVS-Radioteleskop 
und die beiden IGS-Stationen. 2014 wurde im Süden im 
Zuge des Genehmigungsverfahrens der Onsala-Twin-Te-
leskope (OTT) ein weiterer Geländeabschnitt erschlossen, 
siehe Abb. 1. Auf diesem Geländeabschnitt befinden sich 
weitere GNSS-Monumente, die das bestehende GNSS-
Netz zukünftig erweitern werden.

Südwestlich davon befinden sich zum einen das 25 m 
Radioteleskop für astronomische VLBI-Beobachtungen, 
die Bubble-Mareografen und der Radar-Mareograf als 
offizielle schwedische Pegelstationen. Der GNSS-Mareo-
graf befindet sich im vierten Netzteil im Westen des Sta-
tionsnetzes. In allen Netzteilen finden sich neben den 
jeweiligen Referenzpunkten der Messinstrumente Siche-
rungsbolzen mit einer Zentrierbohrung. Diese erlauben 
somit eine Erfassung in Lage und Höhe und dienen zur 
Netzverknüpfung und als Kontrollpunkte.

2.1 Messkampagne 2014

Im Mai 2014 erfolgte die vollständige Höhenerfassung 
des Stationsnetzes mittels Präzisionsnivellement. Zu die-
sem Zeitpunkt stand der endgültige Standort für die OTT 
noch nicht fest, sodass in diesem Bereich nur der Siche-
rungsbolzen ONS8 vorhanden war. Der seinerzeit vor-
handene Bubble-Mareograf wurde darüber hinaus 2015 
durch ein neues Instrument ersetzt. Die Neuinstallation 
befindet sich jedoch in unmittelbarer Nähe zum alten 
Standort, sodass sich das 2014 angelegte Sicherungs- und 
Kontrollnetz weiterhin zur Überwachung eignet.

Die nivellitische Datenerhebung erfolgte mit einem 
Digi talnivellier DINI03 (Trimble) und 2 m Invar-Code-
latten als Präzisionsnivellement. Dieses Instrument ist mit 
einer Genauigkeit von 0,3 mm für einen Kilometer Dop-
pelnivellement bei Verwendung von Invar-Codelatten 
spezifiziert (Trimble 2007). Um den Einfluss einer mög-
lichen Zielachsabweichung bei ungleichen Zielweiten zu 
minimieren, erfolgte die Bestimmung der Zielachsabwei-
chung mehrfach über den gesamten Messzeitraum und 
in Anlehnung an die AdV-Feldanweisung nach Näbauer 
(vgl. AdV 2009). Alle Netzpunkte wurden redundant durch 
mindestens zwei unabhängig beobachtete Schleifen er-
fasst. Insgesamt wurde ein Nivellementsweg von ca. 7 km 
Gesamtlänge zurückgelegt, der sich auf 16 Schleifen ver-
teilte. Die Messung der ersten beiden Schleifen erfolgte 
aus personellen Gründen im ungünstigeren RRVV (Rück-
Rück-Vor-Vor) Modus. Alle übrigen Schleifen konnten im 
RVVR (Rück-Vor-Vor-Rück) Modus messtechnisch erfasst 
werden, sodass insbesondere Höhenänderungen des In-
stru mentenstandpunktes während einer Aufstellung auf-
deckbar waren und die Messung ggf. direkt wiederholt 
werden konnte. Um eine möglichst stabile Aufstellung 
der Nivellierlatten zu gewährleisten, wurden diese jeweils 
mit zwei Fluchtstäben zusätzlich gestützt.

Insbesondere die Verwendung von 2 m Invar-Code-
latten erwies sich aufgrund der Geländestruktur als he-
rausfordernd und führte zum Teil zu kurzen bzw. unter-
schiedlich langen Zielweiten; ein Umstand, der später 
in der Ausgleichung zu berücksichtigen war. Eine de-
taillierte Beschreibung der Messkampagne findet sich in 
Wulf (2014).

2.2 Messkampagne 2015

Den baulichen Änderungen und den Erweiterungen des 
Stationsnetzes wurde in der Messkampagne im Mai 2015 
Rechnung getragen. Durch die Standortfestlegung der 
OTT ist das Netz in diesem Bereich erheblich verdichtet 
worden, vgl. Abb. 2. Die Installation des neuen Bubble-
Mareografen erfolgte teilweise durch Sprengung, sodass 
auch die Prüfung auf Unversehrtheit des Kontrollnetzes 
im Fokus der Messkampagne stand. Aufgrund der Erfah-
rungen von 2014 kamen zusammen mit dem DINI03 dies-
mal jedoch 3 m Invar-Codelatten zum Einsatz. Bedingt 

Abb. 1: Die beiden im Bau befindlichen Onsala-Twin-
Teleskope sowie das 25 m Radioteleskop im südlichen Teil 
am OSO
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durch die gesteigerte Anzahl an Neupunkten wurde auf 
eine vollständige Wiederholungsmessung aller Punkte 
der Kampagne 2014 verzichtet und man beschränkte sich 
auf eine partielle Erfassung der o. g. Netzteile mit einer 
Schnittmenge von elf Höhenpunkten. Die Gesamtlänge 
der Nivellementstrecken verteilte sich auf 18 Schleifen 
und betrug ca. 8,3 km. Alle Schleifen wurden wiederum 
im RVVR-Modus erfasst. Um die Zuverlässigkeit der Mes-
sungen zu steigern, erfolgte die Aufnahme aller Punkte 
redundant in mindestens zwei unabhängigen Schleifen. 
Weitere Informationen zum Messablauf können Bieker 
(2015) entnommen werden.

Tab. 1 fasst die wesentlichen Eckdaten beider Mess-
epochen zusammen. Der Vorteil der längeren 3 m Nivel-
lierlatten ist deutlich zu erkennen, da auch bei gestie-
genem Nivellementsweg die Anzahl der Wechselpunkte 
reduziert werden konnte.

3 Datenanalyse

Die Auswertungen der Einzelepochen und die Kon-
gruenz analyse erfolgen in einer konventionellen freien 
Netzausgleichung, die lediglich um die Teststatistiken 
zum Nachweis der Stabilität der Referenzpunkte bzw. zur 
Bewertung möglicher Einzelpunktverschiebungen in den 
Objektpunkten zu erweitern ist. Durch eine Integration 
zusätzlicher Bedingungsgleichungen in das Modell der 
freien Netzausgleichung lassen sich gleichartige Defor-

mationen für einen oder mehrere Netzteile im Rahmen ei-
ner Blockbewegungs- und Strainanalyse detektieren. Die 
Einzelepochenauswertung, die Prüfung auf Kon gruenz 
sowie die Blockbewegungs- und Strainanalyse basieren 
dadurch direkt auf den originären Beobachtungen. Diese 
deskriptive Beurteilung der Veränderung des Objektzu-
standes erfolgt somit anhand eines geometrischen Ver-
gleichs (Kongruenzmodell). Die hier nicht weiter betrach-
teten kausalen Modelle, die die Objektveränderung in 
Abhängigkeit einwirkender Kräfte und der Zeit beschrei-
ben, finden sich in Heunecke et al. (2013, Kap. 2.6).

3.1 Freie Netzausgleichung und Modell erwei te-
rungen zur Schätzung von Störparametern

Die Analyse der erhobenen Daten erfolgt in mehreren 
Schritten. Das funktionale und das stochastische Modell 
der Netzausgleichung sind gegeben durch

ˆ�  l v Ax (1)

bzw.

C Qll ll=σ 0
2 . (2)

Hierin beschreiben A die n × u Koeffizientenmatrix, x̂ den 
Unbekanntenvektor der geschätzten Parameter, v den 
Vektor der zufälligen Beobachtungsabweichungen und 
Qll die Kofaktormatrix, welche sich unter Berücksichti-
gung des a-priori Varianzfaktors 2

0σ  aus der Kovarianz-
matrix Cll der Beobachtungen l ergibt. Der auftretende 
Datumsdefekt g wird durch zusätzliche Bedingungsglei-
chungen T ˆ  G x g eliminiert (z. B. Illner 1983)

T 1 T 1

T 0
ˆ� �ª º ª ºª º

 « » « »« »
¬ ¼¬ ¼ ¬ ¼

ll llxA Q A G A Q l
kG g

. (3)

Das so geränderte und durch den Korrelatenvektor k er-
weiterte Gleichungssystem ist regulär und liefert neben 
dem Parametervektor x̂ und dessen Kofaktormatrix ˆ ˆxxQ  
auch eine Schätzung für den unbekannten Varianzfaktor 

T 1
2
0

ȍˆ
n u g r

σ
�

  
� �

llv Q v
 der Stichprobe (z. B. Jäger et al. 2005, 

Niemeier 2008).
Die Lösung der freien Netzausgleichung ist ein im 

Schwerpunkt der Datumspunkte gelagertes Netz ohne 
äußere (Anschluss-)Zwänge. Bekanntermaßen basiert 
die resultierende Netzstruktur ausschließlich auf den in 
der Ausgleichung berücksichtigten Beobachtungen, wes-
halb die freie Netzausgleichung besonders zum Auffin-
den von inkonsistenten Daten und zur Abstimmung des 
stochastischen Modells herangezogen wird. Die Prüfung, 
Bewertung und ggf. Anpassung des stochastischen Mo-
dells Cll erfolgt bei ausreichender Beobachtungsredun-
danz i. d. R. mittels Varianzkomponentenschätzung (z. B. 
Förstner 1979, Sieg und Hirsch 2000). Inkonsistenzen in  
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Abb. 2: Lage der erfassten Höhenpunkte am Onsala Space 
Observatorium: Die Datumspunkte sind rot gekennzeich-
net. Blaue bzw. grün dargestellte Punkte wurden aus-
schließlich in der Epoche 2014 bzw. 2015 beobachtet. 
Magentafarbene Punkte hingegen wurden sowohl 2014 
als auch 2015 beobachtet.

Tab. 1: Eckdaten der Überwachungsmessungen aus den 
Jahren 2014 und 2015 am OSO

Epoche Gesamtstrecke Netzpunkte Wechselpunkte

2014 6990 m 23 159

2015 8330 m 30 146
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den Beobachtungen können hingegen als unzureichen-
de Parametrierung des funktionalen Modelles aufgefasst 
werden und lassen sich folglich durch eine Modellerwei-
terung beheben

T 1 T 1 T 1

T 1 T 1 T 1

ˆ
ˆ

� � �

� � �

ª ºª º ª º
 « »« » « »

�¬ ¼ ¬ ¼¬ ¼
ll ll ll

ll ll ll

xA Q A A Q B A Q l
B Q A B Q B B Q l

. (4)

Hierin ist �̂ der Vektor der Zusatzparameter zur Kom-
pensierung der möglichen Modellstörungen im funktio-
nalen Modell und die Designmatrix B enthält die zuge-
hörigen Koeffizienten. Liegt keine Modellstörung vor, so 
darf die zusätzliche Integration von �̂ keine signifikante 
Auswirkung auf das Ausgleichungsergebnis haben. Der 
Erwartungswert der Zusatzparameter ist somit ^ `E ˆ 0�  . 
Mittels Hypothesentest lassen sich die geschätzten Zu-
satzparameter �̂ auf Signifikanz prüfen (vgl. Koch 1975). 
Die vollständige Lösung des erweiterten Modells muss 
dabei nicht explizit bestimmt werden, da für die explizite 
Prüfung lediglich die Zusatzparameter �̂ von Interesse 
sind. Diese lassen sich direkt aus der Lösung des nicht-
erweiterten Ausgangsmodells ableiten (vgl. Jäger et al. 
2005, S. 185 f.).

ˆ
1

ˆ
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��
�  � llQ B Q v (5)

mit der zugehörigen Kofaktormatrix

� � 1T 1
ˆ

1
ˆ

�� �
��

 ll vv llQ B Q Q Q B  (6)

worin T
ˆ ˆ �vv ll xxQ Q AQ A  die Kofaktormatrix der Beob-

achtungsverbesserungen ist.
Zur Prüfung der Nullhypothese, dass keine Modell-

störung vorliegt, lassen sich die beiden Fisher-verteilten 
Teststatistiken Tprio bzw. Tpost formulieren, die sich in der 
Wahl des Varianzfaktors unterscheiden. Während sich 
Tprio unter Berücksichtigung von 2

0σ  zu

T 1

,
ˆ ˆ
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ergibt, leitet sich Tpost aus
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ab (z. B. Lehmann und Lösler 2016). Hierin ist � �ˆ ˆrgm
��

 Q  

und 
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ˆ
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σ
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Q
 entspricht dem aus der Stichpro-

be geschätzten a-posteriori Varianzfaktor des erweiterten 
Modells (Heck 1981).

Beide Teststatistiken folgen beim Zutreffen der Null-
hypothese der zentralen Fisher-Verteilung 

1 2,f fF  mit den 
beiden Freiheitsgraden f1 und f2. Ist die Nullhypothese 

zugunsten der Alternativhypothese ^ `E �̂  ��  zu verwer-
fen, so folgen diese der nichtzentralen Fisher-Verteilung 

1 2, ,f fFO  mit dem Nichtzentralitätsparameter λ

ˆ
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ˆ
prioO

σ
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bzw.

T 1
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ˆ ˆ
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σ
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. (10)

Häufig lässt sich jedoch nur die Größe des Erwartungs-
wertes der Nullhypothese spezifizieren, sodass für das 
Alternativmodell lediglich ^ `E ˆ 0� z  zu formulieren 
ist (vgl. Pelzer 1971, S. 56 ff.). Die Gl. (9) und Gl. (10) 
lassen sich jedoch umformen. Durch Vorgabe einer Irr-
tumswahrscheinlichkeit α für den Fehler 1. Art und ei-
ner Wahrscheinlichkeit β für den Fehler 2. Art liegt der 
Nichtzentralitätsparameter λ(α,β,m) fest (vgl. Hahn et al. 
1989, Velsink 2015). Hierdurch lässt sich die Größe einer 
Modellstörung � abschätzen, die mit einer vorgegebenen 
Irrtumswahrscheinlichkeit α und einer Testgüte (1–β) auf-
gedeckt werden kann. Eine geschätzte Modellstörung �̂, 
die kleiner ist als die mit diesem Test gerade noch auf-
deckbare Modellstörung �, wäre demnach als zufällig 
zu betrachten. Übliche Werte in der Ingenieurgeodäsie 
sind α = 1 % bzw. α = 0,1 % und β = 10 % bzw. β = 20 %. 
Während � für m = 1 eindeutig bestimmt werden kann, 
besitzt das Gleichungssystem (9) bzw. (10) des Sensitivi-
tätshyperellipsoids für m > 1 unendlich viele Lösungen. 
Beim Vorliegen von konkreten Messwerten sollte daher 
die gerade noch aufdeckbare Modellstörung � zur besse-
ren Interpretation auch in Richtung der geschätzten Mo-
dellstörung �̂ zeigen.

Sollen die erhobenen Beobachtungen auf kon termi-
nierte Daten hin untersucht werden, wird i. d. R. jeder 
funktionale Zusammenhang bzgl. einer möglichen Mo-
dellstörung separat bewertet, hierfür sind n individu elle 
Modellerweiterungen durchzuführen. Der Parameter-
vektor wird hierzu jeweils lediglich um einen einzel-
nen Störparameter ˆ

j� erweitert und die Designmatrix 
� �T 0      1      0j  B      ist ein Nullvektor, der lediglich an der 

Stelle des zu prüfenden funktionalen Zusammenhangs 
die Zahl Eins enthält. Da eine einzige Modellstörung 
jedoch aufgrund der nicht-robusten Eigenschaften der 
Methode der kleinsten Quadrate mehrere funktionale Zu-
sammenhänge beeinflussen kann (vgl. Jäger et al. 2005, 
S. 128), wird üblicherweise nur das Modell bewertet, wel-
ches die größte Teststatistik aufweist. Ist die Nullhypo- 
these zu verwerfen, so ist die korrespondierende Beobach-
tung von der weiteren Berechnung auszuschließen und 
eine erneute Prüfung erfolgt mit den verbleibenden n – 1 
funktionalen Zusammenhängen. Die iterative Analyse 
der Daten wird solange wiederholt, bis die Nullhypothese 
für keine geschätzte Modellstörung mehr abgelehnt wird. 
Diese auf Baarda (1986) zurückgehende Vorgehens weise 
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wird in der geodätischen Literatur als Data-Snooping be-
zeichnet und hat sich in der praktischen Anwendung be-
währt (van Mierlo 1982). Im Abschnitt 3.2 und 3.3 wird 
diese Vorgehensweise auf das Aufdecken von Punkt- oder 
Netzveränderungen im Rahmen einer geometrischen De-
formationsanalyse übertragen. Alternative recheninten-
sivere Ansätze zum iterativen Vorgehen beim Aufdecken 
von Modellstörungen sind in Lehmann und Lösler (2016) 
beschrieben und basieren auf der gleichzeitigen Bewer-
tung verschiedener Alternativmodelle.

3.2 Kongruenzmodell

Im Rahmen einer geometrischen Deformationsanalyse 
sind epochal erfasste Objektzustände miteinander zu ver-
gleichen und bzgl. Veränderungen zu bewerten. Ausge-
hend von einer a-priori Zerlegung des Gesamtnetzes in 
ein Referenzpunktnetz und ein Objektpunktnetz schlägt 
Heck (1983) eine freie Ausgleichung der bereinigten Be-
obachtungen l1 und l2 der jeweiligen Einzelepochenaus-
wertung in einem gemeinsamen Modell vor. Während 
das Referenzpunktnetz im Falle einer absoluten Defor-
mationsanalyse als invariant angenommen wird, wird 
für eine relative Deformationsanalyse zumindest von 
einem homo genen Deformationsverhalten des Referenz-
punktnetzes ausgegangen. Die folgende Betrachtung be-
schränkt sich auf das Vorliegen von zwei Epochen, wobei 
Zusatzunbekannte wie bspw. Orientierungen eliminiert 
seien. Eine Übertragung auf mehrere Epochen und ohne 
vorherige Eliminierung ist jedoch problemlos möglich

,1 ,11 1
,1

,2 ,22 2
,2

ˆ
ˆ

0

ˆ
0

R
R O

O
R O

O

ª º
ª ºª º ª º « »�  « »« » « » « »

¬ ¼ ¬ ¼ ¬ ¼ « »¬ ¼

x
A Al v

x
A Al v

x
. (11)

Die gemeinsame Auswertung der Daten beider Epochen 
in einem Modell basiert auf der Annahme, dass zumin-
dest das Referenzpunktnetz der ersten Epoche mit dem 
Referenzpunktnetz der zweiten Epoche kongruent ist. 
Während für die als verändert angenommenen Objekt-
punkte eine Separierung durch AO,1 und AO,2 in der De-
signmatrix sowie durch ,1ˆ Ox  und ,2ˆ Ox  im Parametervektor 
erfolgt, sind die Referenzpunktkoordinaten ˆ Rx  epochen-
übergreifend und definieren somit das identische Datum 
in der freien Netzausgleichung (vgl. Jäger et al. 2005, 
S. 274). Als stochastisches Modell wird das bereits in den 
Einzelepochenauswertungen abgeleitete jeweilige sto-
chastische Modell verwendet, wobei stochastische Ab-
hängigkeiten zwischen den Epochen aufgrund der meist 
großen Zeitspanne zwischen den Datenerhebungen ver-
nachlässigt werden können und Cll eine blockdiagonale 
Gestalt annimmt

1 1

2 2

0

0
ª º

 « »
« »¬ ¼

l l
ll

l l

C
C

C
. (12)

Bevor eine Analyse auf Objektpunktveränderungen vor-
genommen werden kann, ist die Invarianz der Referenz-
punkte nachzuweisen. Dieser Nachweis kann sowohl 
durch einen impliziten Hypothesentest (vgl. Heck 1983, 
Antonopoulos und Niemeier 1983) als auch durch den 
in Abschnitt 3.1 beschriebenen expliziten Hypothesen-
test erfolgen (vgl. Kälber und Jäger 2001, Illner 2008), 
welcher hier weiterverfolgt werden soll. Liegt im j-ten 
Referenzpunkt eine Veränderung zwischen der ersten und 
zweiten Epoche vor, so kann dieser Referenzpunkt in der 
zweiten Epoche als Funktion der Koordinaten der ersten 
Epoche ,1ˆ jx  und der Veränderung ˆ

j� beschrieben werden, 
um das funktionale Modell richtigzustellen. Das erweiter-
te Modell ergibt sich zu

,1,1 ,11 1

,2,2 ,2 ,22 2

0 0
ˆ
ˆ
ˆ0
ˆ

R

OR O

OR O j

j

ª º
« »

ª ºª º ª º « »�  « »« » « » « »¬ ¼ ¬ ¼ ¬ ¼ « »
�« »¬ ¼

x
xA Al v
xA A Bl v

. (13)

Diese Vorgehensweise entspricht somit den Ausführungen 
im Abschnitt 3.1, wobei diese Modellerweiterung nicht 
nur eine, sondern alle funktionalen Beziehungen mit ein-
bezieht, an denen der j-te Punkt in der zweiten Epoche 
beteiligt ist. Mit den durch Gl. (7) und Gl. (8) gegebenen 
Teststatistiken Tprio bzw. Tpost kann die Nullhypothese, es 
liegen keine Veränderungen im j-ten Referenzpunkt vor, 
geprüft werden. Sollte die Nullhypothese für einen oder 
mehrere Referenzpunkte verworfen werden, so ist ana-
log zur beschriebenen Vorgehensweise im Abschnitt 3.1 
iterativ jeweils der Punkt mit der größten Teststatistik 
aus der Gruppe der Referenzpunkte auszuschließen und 
die Prüfung mit den verbleibenden Referenzpunkten er-
neut durchzuführen. Als instabil klassifizierte Referenz-
punkte werden im weiteren Verlauf als Objektpunkte im 
Modell (11) bzw. (13) in beiden Epochen separat berück-
sichtigt.

Mit dem Nachweis über ein stabiles Referenzpunktnetz 
kann sich die Bestimmung und Analyse weiterer Defor-
mationsparameter anschließen. Eine Einzelpunktver-
schiebung im k-ten Objektpunkt lässt sich aus dem kor-
respondierenden m-dimensionalen Verschiebungsvektor

,1

,2

ˆ
ˆ

O
k k

O

ª º
 « »

¬ ¼

x
d F

x
 (14)

und dessen zugehöriger Kofaktormatrix

ˆ
T

ˆk k k k d d xxQ F Q F  (15)

wiederum über die beiden Teststatistiken

T 1

, , 02
0

~ Hk kk k
prio k mT F

mσ

�

f d dd Q d
 (16)

bzw.
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T 1

, , 02
0

~ H
ˆ
k kk k

post k m rT F
mσ

�

 d dd Q d
 (17)

auf eine signifikante Abweichung vom Erwartungs-
wert E dk{ } = 0  prüfen. Die Koeffizientenmatrix 

, 1 , 20 0 0 0k k kª º �¬ ¼F I I  besteht aus Nullmat-
rizen und ist lediglich an den Stellen, die mit dem k-ten 
Objektpunkt in der ersten bzw. zweiten Epoche korres-
pondieren, mit Einheitsmatrizen besetzt (vgl. Heck et al. 
1977, Kunz und Schmitt 1979).

3.3 Blockbewegungs- und Strainanalyse

Während im vorherigen Abschnitt das Deformationsver-
halten der Objektpunkte als individuelle Änderung jedes 
einzelnen Objektpunktes betrachtet wurde, lässt sich auch 
ein gleichartiges Deformationsverhalten von einer Grup-
pe von Objektpunkten bzw. von Netzteilen modellieren. 
Beispiele für ein solches gleichartiges Deformationsver-
halten sind rezente Krustenbewegungen, Hangrutschun-
gen oder Setzungen von Bauwerken. Nach Heunecke 
et al. (2013, Kap. 11.4) wird von einer Starrkörper- oder 
Blockbewegung gesprochen, wenn in einem Teilnetz le-
diglich translatorische bzw. rotative Veränderungen aber 
keine Verformungen auftreten. Änderungen eines Netzes 
durch Verformungen wie Dehnungen und Scherungen 
werden hingegen durch eine Strainanalyse beschrieben. 
Als mathematische Beschreibung von Blockbewegungen 
und Verformungen dient i. d. R. eine affine Transforma-
tion (z. B. Tsenkov und Gospodinov 2002, Heinert et al. 
2004). Diese Affintransformation besitzt dabei in der Ebe-
ne (d = 2) sechs und im Raum (d = 3) zwölf Parameter

� �,2, ,1,ˆ ˆO k O k � �x T RW I M x . (18)

Hierbei sind T der Translationsvektor, R die Rotations-
matrix, W die Matrix der Scherparameter und M die 
Diagonalmatrix der Maßstabsänderungen pro Koordi-
natenkomponente. Durch entsprechende Reduktion der 
Parameter lässt sich das Transformationsmodell auf eine 
reine Blockbewegung, eine reine Verformung oder auch 
auf ein gemischtes Modell vereinfachen (z. B. Lösler und 
Eschelbach 2014). In einem Höhennetz (d = 1) entfällt das 
Produkt RW = I. Blockbewegungs- und Strainparameter 
für verschiedene Dimensionen d sind in Tab. 2 zusam-
mengefasst.

Die Schätzung der Blockbewegungs- und Strainpara-
meter erfolgt durch die Integration zusätzlicher Bedin-

gungsgleichungen T ˆ  S x s direkt im Ausgleichungsmo-
dell (3) und mündet in einem Ausgleichungsmodell mit 
zusätzlichen Unbekannten in den Bedingungen

T 1 T 1

T

T

0 0
0 0

ˆ� �ª º ª ºª º
« » « »« »  « » « »« »
« » « »« »¬ ¼¬ ¼ ¬ ¼

ll ll

g

s

A Q A G S x A Q l
G k g
S k s

. (19)

Für jedes Objektpunktpaar ,1,kˆ Ox  und ,2,kˆ Ox , welches in die 
Schätzung der Blockbewegungs- und Strainparameter 
involviert ist, sind gemäß Gl. (18) d zusätzliche Bedin-
gungsgleichungen im Ausgleichungsmodell (19) zu be-
rücksichtigen. Ferner ist der Parametervektor um die zu-
sätzlichen Blockbewegungs- und Strainparameter ˆ Sx  zu 
erweitern. Analog zur Prüfung auf Einzelpunktverschie-
bungen im Abschnitt 3.2 lassen sich die beiden auf den 
Varianzfaktor a-priori 2

0σ  bzw. a-posteriori 2
0σ̂  bezogenen 

Teststatistiken

, ,

T 1
, ,

, , 02

ˆ

0
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~ HS p S pS p S p

prio p mT F
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 (20)

und
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ˆ
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post p m rT F
mσ
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 (21)

mit � �, ,ˆ ˆrg
S p S p

m  x xQ  zum Prüfen des p-ten Parameters in  
ˆ Sx  auf signifikante Abweichungen vom vorgegebenen Er-
wartungswert ^ `,E ˆ 0S p  x  formulieren (vgl. Koch 1975). 
Wird die jeweilige Nullhypothese nicht verworfen, so 
stellt der geschätzte Blockbewegungs- bzw. Strain para-
meter keine neue Information dar und kann aus dem 
Para metervektor und somit dem Ausgleichungsmodell 
verlustfrei eliminiert werden.

Durch das Einführen der zusätzlichen Bedingungs-
gleichungen in Gl. (19) wird Zwang auf das Ausglei-
chungsmodell ausgeübt. Wird bspw. nur eine Block-
verschiebung T im Modell (18) parametriert, so werden 
alle Verschiebungsvektoren dk der zur Bestimmung von 
T involvierten Objektpunkte unabhängig von ihrer tat-
sächlichen Verschiebung zu dk = T gesetzt. Aus diesem 
Grund ist die Modellkonformität der Objektpunkte bzgl. 
der gewählten Blockbewegungs- und Strainparameter ˆ Sx  
sicherzustellen. Die durch den Zwang T ˆ  S x s hervorge-
rufene Modellstörung der Schätzung der k-ten Objekt-
punktkoordinate ,2,kˆ Ox  der zweiten Epoche lässt sich ana-
log zum Stabilitätsnachweis der Referenzpunkte nach 
Gl. (13) durch eine Modellerweiterung richtigstellen, wo-
bei wiederum alle funktionalen Beziehungen einzubezie-
hen sind, an denen der k-te Objektpunkt in der zweiten 
Epoche beteiligt ist

,1 ,11 1
,1

,2 ,2 ,22 2
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0
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ˆ

0 0
0

R

S
R O
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R O k
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x
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A Al v x
A A Bl v x

. (22) 
 

Tab. 2: Schätzbare Blockbewegungs- und Strainparameter 
in Abhängigkeit der Netzdimension d

Dimen sion Trans lation Rotation Scherung Maßstab

1D-Netz tz – – mz

2D-Netz tx, ty r s mx, my

3D-Netz tx, ty, tz rx, ry, rz sx, sy, sz mx, my, mz
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Die zugehörigen Teststatistiken ergeben sich wiederum 
nach Gl. (7) bzw. Gl. (8). Die Analyse der geschätzten 
Blockbewegungs- und Strainparameter muss mit einer 
Prüfung auf Modellkonformität einhergehen. Es genügt 
demnach nicht, die Signifikanz der geschätzten Parame-
ter ˆ Sx  nachzuweisen ohne den Einfluss der zusätzlichen 
Bedingungsgleichungen auf das Gesamtnetz zu bewerten.

3.4 Testnetz Delft

Das Überprüfen auf Objektveränderungen im Rahmen 
einer statistisch fundierten Deformationsanalyse ist eine 
Kernaufgabe der Ingenieurgeodäsie. Insbesondere in 
den 1970er und 1980er Jahren wurden von verschiede-
nen Institutionen die mathematischen und statistischen 
Grundlagen herausgearbeitet, und verschiedene Modelle 
entwickelt und gegenübergestellt. Einen guten Überblick 
geben Caspary und Welsch (1979), Welsch (1983) sowie 
Jäger und Drixler (1990). Basierend auf einer kombinier-
ten freien Ausgleichung von zwei Epochen wurde im vor-
herigen Abschnitt ein Kongruenzmodell mit durchgehend 
expliziter Hypothesenformulierung beschrieben. Durch 
die Integration von zusätzlichen Bedingungsgleichungen 
können neben Einzelpunktverschiebungen auch Block-
bewegungen oder Strains von Teilnetzen geschätzt und 
analysiert werden.

In Kok (1983) finden sich simulierte Daten des 2D-De-
formationsnetzes Delft, welcher auch gegenwärtig noch 
zur Validierung und Bewertung von Algorithmen heran-
gezogen wird (z. B. Velsink 2015). Neben Beobachtungen 
einer Nullepoche liegen Beobachtungen von weiteren 
vier Folgeepochen (2A, 2B, 3A und 3B) vor. Ein Vergleich 
ist stets zwischen der Nullepoche und einer Folgeepoche 
durchzuführen. Das stochastische Modell ist aus Gründen 
der Vergleichbarkeit vorgegeben und in Tab. 3 zusam-
mengefasst. Grobe Fehler in den Beobachtungen wurden 
nicht simuliert. Das Netz enthält 14 Punkte, die gemein-
sam in allen Epochen beobachtet wurden. Die Punkte 7 
und 19 wurden nach der Nullepoche zerstört und durch 
die Punkte 97 und 99 in unmittelbarere Nähe ersetzt. 
Der Punkt 9 wurde nur in den Folgeepochen beobachtet. 
Durch das Testnetz Delft verläuft eine Verwerfungslinie, 
die das Netz in zwei Teilnetze aufteilt, sodass sich das 
Testnetz für eine Blockverschiebungs- oder Strainanaly-
se empfiehlt. Das westliche Teilnetz umfasst die Punkte 
13, 15, 17, 19 (99), 21, 35, 37, 43, 45, 47. Die Punkte 

3, 5, 7 (97), (9), 11, 39, 41 liegen hingegen im östlichen 
Teil, vgl. Abb. 3. Das Netz weist Änderungen im Design 
1. und 2. Ordnung aufgrund des geänderten Netzdesigns 
und des unterschiedlichen Genauigkeitsniveaus zwischen 
den Messepochen auf (vgl. Schmitt 1985).

Anhand dieses Testnetzes, für welches neben den tat-
sächlich simulierten Deformationen auch Analyseergeb-
nisse von verschiedenen Institutionen vorliegen, soll das 
beschriebene und in Java Graticule 3D (JAG3D; http://
javagraticule3d.sf.net) implementierte Kongruenzmodell 
validiert werden. Entsprechend den Ausführungen in Ab-
schnitt 3 werden zunächst die Einzelepochen separat aus-
gewertet. Die getrennte Auswertung der Einzel epochen 
stellt sicher, dass im Ergebnis das Beobachtungsmaterial 
frei von groben Messabweichungen ist und Fehlmessun-
gen bei der gemeinsamen Auswertung nicht fälschlicher-
weise als Deformationen klassifizieret werden. Tab. 3 
stellt das abgeleitete stochastische Modell dem vorgege-
benen gegenüber. Um die abgeleiteten Ergebnisse bes-

ser einordnen und vergleichen zu können, 
wird für die weitere Analyse jedoch das 
vorgegebene stochastische Modell verwen-
det. Beobachtungen wurden entsprechend 
der Vorgaben nicht eliminiert, auch wenn 
die zugehörigen Teststatistiken nach Gl. (7) 
bzw. Gl. (8) aufgrund des unbefriedigenden 
stochastischen Modells den kritischen Wert 
der Fisher-Verteilung überschritten. Die Be-
wertung der Teststatistiken erfolgt einheitlich 
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Abb. 3: Punktlage im Testnetz Delft mit vorgegebener Ver-
werfungsgrenze: Rot und blau dargestellt sind die in allen 
Epochen messbaren Punkte des westlichen bzw. östlichen 
Teilnetzes. In grün sind zerstörte bzw. neu eingerichtete 
Punkte geplottet. Linien zwischen den Punkten symboli-
sieren die gegebenen Netzbeobachtungen. Durch das Netz 
verläuft einer Verwerfungsgrenze.

Tab. 3: Vorgegebenes und abgeleitetes stochastisches Modell für die 
Epochen des Testnetzes Delft

Epochen

Vorgegebene  
Unsicherheiten

Abgeleitete  
Unsicherheiten

Rich- 
tungen

Horizontal-
strecken

Rich- 
tungen

Horizontal-
strecken

1 0,1 mgon 1,0 cm 0,15 mgon 0,8 cm

2A, 2B, 3A, 3B 0,1 mgon 8,0 cm 0,1 mgon 10,0 cm

http://javagraticule3d.sf.net
http://javagraticule3d.sf.net
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mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit α = 0,1 % und einer 
Teststärke von (1–β) 100 % = 80 % für den a-priori Ein-
zeltest T���. Alle weiteren Teststatistiken Tm,n werden nach 
dem von Baarda (1968, Kap. 3) vorgeschlagenen und von 
Hahn et al. (1989) für allgemeine Fisher-verteilte Fm,n 
Teststatistiken hergeleiteten Konzept zur Abstimmung 
der Teststatistiken (B-Methode) abgeleitet, wobei sich die 
abgestimmten Teststatistiken aufgrund der Forderung 
λ��� = λm,n in Bezug auf die Alternativhypothese gleich 
sensitiv verhalten (vgl. Jäger et al. 2005, S. 209 f.). Die 
abgestimmte Irrtumswahrscheinlichkeit ergibt sich aus

� �, 1 1, ,α α ,1, , , ,m n m nm nD E Ef f  . (23)

Unter Ausnutzung der Vorinformationen bzgl. einer mög-
lichen Verwerfungsgrenze erfolgt die a-priori Datums-
festlegung für die gemeinsame freie Ausgleichung zweier 
Epochen zunächst über die Punkte im westlichen Teilnetz 
jedoch ohne den zerstörten bzw. hinzugefügten Punkt 19 
bzw. 99, vgl. Abb. 3. Die Punkte im östlichen Teilnetz 
werden epochengetrennt als Neupunkte betrachtet, vgl. 
Gl. (11). Da die Bewertung bzgl. möglicher Deformationen 
der Objektpunkte immer in Bezug zum Referenzpunktnetz 
erfolgt, ist die Stabilität der gewählten Referenzpunkte 
sicherzustellen. Mittels der Modellerweiterung (13) und 
den zugehörigen Teststatistiken (7) und (8) wird daher 
jeder Referenzpunkt zunächst explizit überprüft. Wird 
die Nullhypothese für einen oder mehrere Punkte abge-
lehnt, wird der Punkt mit der größten Teststatistik aus der 
Gruppe der Referenzpunkte zunächst ausgeschlossen und 
als Objektpunkt betrachtet. Diese Vorgehensweise wird 
iterativ wiederholt, bis für keinen der verbleibenden Re-
ferenzpunkte die Nullhypothese verworfen wird und der 
Nachweis für ein konsistentes Referenznetz erbracht ist.

Entsprechend den Ausführungen im Abschnitt 3.2 
folgt nun die Prüfung auf Einzelpunktverschiebungen der 
Objektpunkte. Sollte sich hierbei herausstellen, dass ein 
Referenzpunkt aufgrund von Verschmierungseffekten bei 
der Methode der kleinsten Quadrate fälschlicherweise der 
Gruppe der Objektpunkte zugeordnet wurde, so ist dieser 
wieder dem Referenzpunktnetz zuzuordnen. Die Ergeb-
nisse der Einzelpunktverschiebungen des synthetischen 
Testnetzes Delft sind in Tab. 7 im Anhang aufgeführt. 
Alle Punkte, für die eine Punktverschiebung modelliert 
wurde, konnten aufgedeckt werden. Die Resultate der 
Blockverschiebungsanalyse nach Abschnitt 3.3 zum Auf-
decken von gleichartigen Deformationen sind in Tab. 8 
im Anhang zusammengestellt. Das ausschließliche Schät-
zen von Strainparametern liefert zwar nach Gl. (20) bzw. 
Gl. (21) zum Teil hochsignifikante Ergebnisse. Die Kon-
formitätsprüfung dieses erweiterten Modells nach Gl. (22) 
schlägt jedoch fehl, sodass eine ausschließliche Schät-
zung von Strainparametern nicht sinnvoll erscheint. Das 
gemeinsame Schätzen von Blockbewegungs- und Strain-
parametern liefert hingegen nur für die Translation einen 
signifikanten Wert. Die Konformitätsprüfung des Modells 
einer reinen Blockbewegung wird nicht verworfen und 

liefert signifikante Parameter für die Translation, sodass 
lediglich von einer gemeinsamen Blockverschiebung 
auszugehen ist. Verglichen mit den modellierten Ver-
schiebungen zeigt sich, dass lediglich in der Auswertung 
der Epochen 1-3A der Punkt 11 fälschlicherweise zum 
Teilnetz der Blockverschiebung zugeordnet wurde. Zwar 
verläuft dessen Punktverschiebung in Richtung der mo-
dellierten Blockbewegung, jedoch ist der Verschiebungs-
betrag kleiner als der der übrigen Punkte 3, 5, 39 und 41. 
Die geschätzte Modellstörung � �T

11 10,5 cm 3,ˆ 2 cm�  �  
nach Gl. (22) ist zwar deutlich erhöht, verglichen mit der 
gerade noch aufdeckbaren Modellstörung der zugehöri-
gen Sensitivitätsellipse � �T

11 12,7 cm 3,8 cm�  �  jedoch 
als zufällig zu betrachten. 

Werden die erzielten Resultate mit den publizierten 
Ergebnissen anderer Institutionen verglichen, so zeigt 
sich, dass eine sehr hohe Übereinstimmung vorliegt. Für 
die Einzelpunktverschiebungen sind die abgeleiteten 
Deformationen praktisch identisch mit denen von An-
tonopoulos und Niemeier (1983). Bei den geschätzten 
Blockverschiebungsparametern ergeben sich hohe nume-
rische Übereinstimmungen zu Heck (1983) oder Welsch 
und Zhang (1983). Ein numerischer Vergleich mit allen 
Institutionen ist leider nicht möglich, da die hierfür not-
wendigen numerischen Größen zum Teil nicht publiziert 
wurden. Insgesamt lässt sich jedoch feststellen, dass das 
von Jäger et al. (2005, S. 274 ff.) vorgeschlagene und in 
JAG3D implementierte Kongruenzmodell in der Lage ist, 
instabile Referenzpunkte und Objektveränderungen zu 
detektieren (siehe auch Jäcklin 2011, Sušiü et al. 2015). 
Auch die Erweiterung dieses Modells um eine Blockver-
schiebungs- und Strainanalyse liefert Ergebnisse, die ver-
gleichbar mit anderen Konzepten sind.

4 Auswertung der Onsala Nivellementsepochen 
2014 und 2015

Die Auswertung der Epochen 2014 und 2015 erfolgt zu-
nächst getrennt durch eine freie Netzausgleichung. Für 
den Netzanschluss stehen zwei Höhenanschlusspunkte 
(061*1*3301 und 061*1*3302) der schwedischen Landes-
vermessung zur Verfügung, die das geodätische Datum 
des Höhennetzes im System RH2000 definieren. Das sto-
chastische Modell für ein Nivellementsnetz wird üblicher-
weise über einen streckenabhängigen Genauigkeitsansatz 
definiert (z. B. Niemeier 2008, S. 138). In beiden Netzmes-
sungen wurde ein DINI03 verwendet, welches eine spezi-
fizierte Genauigkeit von 0,3 mm für 1 km Doppel nivelle-
ment bei Verwendung von Invar-Codelatten besitzt. Diese 
Angabe berücksichtigt jedoch das Geländeprofil nicht, 
die Unsicherheiten eines Nivellements würden sich dem-
nach unabhängig von der Anzahl der notwendigen Auf-
stellungen ergeben. Da aber die Unsicherheit der Schleife 
mit der Anzahl der Aufstellungen zunimmt, erscheint ein 
gemischtes Modell mit einem konstanten σ c

2 und einem 
streckenabhängigen Anteil σ s

2 realistischer. Die a-priori 
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Varianz eines Höhenunterschieds σδh
2  ergibt sich in die-

sem gemischten Modell aus

σ σ σδh c s s
2 2 2= + , (24)

worin s die Strecke in Kilometer zwischen den Punkten 
ist. Um die Anzahl der Aufstellungen im stochastischen 
Modell zu berücksichtigen, werden alle Wechselpunkte 
als zusätzliche Unbekannte betrachtet und nicht aus dem 
Modell eliminiert. Als Beobachtung wird somit der Hö-
henunterschied einer Aufstellung betrachtet. Unter Be-
rücksichtigung von Gl. (24) ergibt sich für die a-priori 
Varianz eines Höhenunterschieds zwischen zwei Netz-
punkten mit w Wechselpunkten

σ σ σδh c s ww s2 2 2= + , (25)

worin sw die akkumulierte Strecke in Kilometer zwischen 
den Netzpunkten ist. Mit Gl. (25) kann eine Integration 
der Wechselpunkte in den Parametervektor x entfallen, 
was sich besonders bei sehr großen Netzen empfiehlt, um 
Ressourcen zu sparen. Für das Überwachungsnetz in On-
sala wurde auf das Zusammenfügen der Wechselpunkte 
jedoch verzichtet.

Das für die Kampagnen 2014 und 2015 abgeleite-
te a-priori Modell der Einzelepochenauswertung ist in 
Tab. 4 zusammengestellt und berücksichtigt neben der 
Anzahl der Wechselpunkte (vgl. Tab. 1) auch das Beob-
achtungsverfahren. Die globalen Ausglei-
chungsergebnisse der Einzelepochen sind 
in Tab. 5 zusammengefasst. Die geschätzten 
globalen Varianzfaktoren 2

0σ̂  weichen nur 
unwesentlich von Eins ab und bestätigen 
das Zutreffen des gewählten Genauigkeits-
ansatzes. Die mittlere Standardabweichung 
σH  liegt in beiden Epochen deutlich unter 
0,3 mm für die Objektpunkte.

Um das Höhennetz auf Kongruenz zu 
prüfen, erfolgt eine gemeinsame freie Aus-
gleichung beider Epochen. Das Datum dieser 
Ausgleichung wird wiederum über die bei-
den Punkte der Landesvermessung definiert, 
vgl. Abb. 2. Die Objektpunkte, die in beiden 
Epochen beobachtet wurden, werden gemäß 
Gl. (11) epochenweise im Parametervektor be-
rücksichtigt, sodass eine mögliche Verände-
rung dieser Punkte keine Spannungen auf die 
Ausgleichung ausübt. Der Referenzpunkttest 
nach Gl. (13) bestätigt die Stabilität der bei-
den Anschlusspunkte der Landesvermessung. 
Erwartungsgemäß zeichnet sich der Höhen-
widerspruch in den Referenzpunkten von 
0,15 mm mit unterschiedlichen Vorzeichen 
in der geschätzten aber insignifikanten Mo-
dellstörung ab. Für die Netzpunkte ergeben 
sich die in Tab. 6 gegebenen Punktverschie-
bungen.

Der kritische Wert für den Einzelpunkttest Kprio = 10,83 
der Fisher-Verteilung ergibt sich für die gewählte Irrtums-
wahrscheinlichkeit αprio = 0,1 %. Die mittels B-Metho-
de (23) abgestimmte Irrtumswahrscheinlichkeit für den 
a-posteriori varianzbezogenen Test lautet αpost = 0,13 % 
(β = 20 % und λ = 17,07) und entspricht dem kritischen 
Wert Kpost = 10,76. Die größte Teststatistik findet sich im 
Punkt 822. Hierbei handelt es sich um einen der drei Si-
cherungsbolzen für den Bubble-Mareografen, vgl. Abb. 2. 
Die Teststatistiken Tprio und Tpost überschreiten für den 
Punkt 822 die zugehörigen kritischen Werte nicht, sodass 
von keiner signifikanten Punktverschiebung auszugehen 
ist. Die Größe einer gerade noch aufdeckbaren Modell-
störung liegt für diese Netzkonfiguration mit  1 mm� |  
deutlich über dem korrespondierenden Schätzwert �̂ und 
entspricht aufgrund der gewählten Wahrscheinlichkei-
ten für α und β genähert dem dreifachen der mittleren 
Standardabweichung, vgl. Tab. 5. Weiterhin ist zu er-
kennen, dass bis auf den Datumspunkt 061*1*3301 alle 
geschätzten Modellstörungen negativ sind, was auf die 

Tab. 4: A-priori stochastisches Modell der Epochen 2014 
und 2015 am OSO (Wulf 2014, Bieker 2015)

Epoche Modus σc σs

2014 RRVV 0,15 mm 0,30 mm/�km

RVVR 0,10 mm 0,30 mm/�km

2015 RVVR 0,07 mm 0,30 mm/�km

Tab. 5: Globale Ergebnisse der freien Epochenausgleichungen 2014 und 
2015: Anzahl der Beobachtungen n, Gesamtredundanz r, geschätzter 
globaler Varianzfaktor 2

0σ̂  sowie die geschätzten Varianzkomponenten 
2
0,cσ̂  und 2

0,sσ̂  für den nach Gl. (24) konstanten bzw. streckenabhängi-
gen Anteil und die mittlere Standardabweichung σH  der Objektpunkte

Epoche n r = n – u + g 1 : 2
0σ̂ 1 : 2

0,cσ̂ 1 : 2
0,sσ̂  σH  

2014 238 57 0,995 0,983 1,059 0,25 mm

2015 283 88 0,973 0,948 1,028 0,15 mm

Tab. 6: Geschätzte Einzelpunktverschiebung �̂, kleinste noch aufdeck-
bare Modellstörung � sowie Teststatistiken Tprio und Tpost der gemein-
samen Datums- und Objektpunkte der Epochen 2014 und 2015

Punkt Typ �̂ [mm]  � [mm] Tprio Tpost

061*1*3301 Datum +0,15 +1,44 0,18 0,18

061*1*3302 Datum –0,15 –1,44 0,18 0,18

305 Objekt –0,10 –0,95 0,20 0,20

501 Objekt –0,15 –0,90 0,48 0,50

611 Objekt –0,13 –0,92 0,35 0,36

817 Objekt –0,26 –0,94 1,31 1,34

819 Objekt –0,32 –0,98 1,74 1,78

820 Objekt –0,08 –1,12 0,08 0,09

821 Objekt –0,29 –1,12 1,12 1,14

822 Objekt –0,37 –1,12 1,84 1,88

ONS8 Objekt –0,20 –0,94 0,80 0,82
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Wahl des Netzdatums zurückzuführen ist und nicht auf 
eine Blockverschiebung für ein Teilnetz, wie eine nähe-
re Analyse ergab. Das gewählte Referenznetz in Onsala 
besteht derzeit nur aus den beiden Punkten 061*1*3301 
und 061*1*3302 der Landesvermessung. Dies ist insofern 
kritisch, als dass eine mögliche Punktveränderung in ei-
nem der Referenzpunkte nicht genau zugeordnet werden 
kann. Um einen instabilen Referenzpunkt klassifizieren 
zu können, sollten demnach mindestens drei Referenz-
punkte vorhanden sein. Da für alle neun Objektpunkte 
im Netz keine signifikanten Veränderungen festgestellt 
werden konnten, können diese Punkte zukünftig auch 
der Referenzpunktgruppe zugeordnet werden, sodass 
eine eindeutige Zuordnung auftretender Deformationen 
im Referenzpunktnetz möglich wird.

5 Zusammenfassung

Zu den Kernaufgaben der Ingenieurgeodäsie gehört ne-
ben der Aufnahme und Absteckung die Überwachung von 
Objekten, sowie die Entwicklung und Bereitstellung von 
geeigneten Algorithmen zur sachgerechten Bearbeitung 
und Analyse. Die Auswertung von geodätischen Netzen 
mittels Ausgleichung ist eine anerkannte Methode und 
findet in vielen Bereichen der Geodäsie Anwendung. Das 
mathematische Modell einer freien Netzausgleichung mit 
den Daten von mindestens zwei Epochen kann direkt für 
eine geometrische Deformationsanalyse herangezogen 
werden. Das Modell ist hierzu lediglich um Hypothesen-
tests zu erweitern, mit denen die Stabilität der Referenz-
punkte nachgewiesen bzw. Änderungen in den Objekt-
punkten aufgedeckt werden können. Die so formulierte 
Beobachtungsmethode nutzt zur Analyse die originären 
Beobachtungen und modelliert Störparameter im Refe-
renzpunktfeld direkt in den Beobachtungsgleichungen. 
Durch die Integration von zusätzlichen Bedingungsglei-
chungen im Ausgleichungsmodell lassen sich neben den 
Einzelpunktverschiebungen auch Blockbewegungs- und 
Strainparameter schätzen. Aus Entwicklersicht bedeutet 
dies, dass nur kleine Änderungen an einer bestehenden 
Applikation zur Netzausgleichung vorgenommen werden 
müssen, um den bestehenden Algorithmus um eine De-
formationsanalyse zu erweitern. Für den Anwender ergibt 
sich der große Vorteil, dass die Kongruenzanalyse direkt 
in der ihm vertrauten Umgebung einer freien Netzaus-
gleichung durchführbar ist und keine Zusatzsoftware 
notwendig wird.

Mit dem in Kok (1983) gegebenen synthetischen De-
formationsnetz Delft konnte das beschriebene und in 
JAG3D implementierte Kongruenzmodell sowie die 
Blockbewegungs- und Strainanalyse verifiziert und mit 
den Ergebnissen anderer Institutionen vergleichen wer-
den. Zwar ergeben sich marginale Unterschiede in den 
Lösungen, diese sind aber auf eine andere Modellbildung 
bei der Analyse, unterschiedlich gewählte stochastische 

Modelle oder eine abweichende Festlegung der Irrtums-
wahrscheinlichkeit bzw. der Testgüte zurückzuführen.

Am Onsala Space Observatorium wurde 2014 eine um-
fangreiche Nivellementskampagne durchgeführt, um die 
Mareografen, die die Höhenvariationen des Meeresspie-
gels erfassen, mit dem lokalen Stationsnetz zu verbinden 
und am offiziellen schwedischen Höhenbezugssystem an-
zuschließen. Im Jahre 2015 wurde ein neuer Mareograf in 
Betrieb genommen, welcher seit 2015 auch eine offizielle 
Pegelmessstelle des Schwedischen Meteorologischen und 
Hydrologischen Instituts ist. Die Integration dieses Ma-
reografen in das Stationsnetz sowie die Netzerweiterung 
aufgrund der sich im Bau befindenden Twin-Radio tele-
skope erforderten eine weitere Messkampagne 2015. Fer-
ner sollte im Rahmen der Wiederholungsmessung geprüft 
werden, ob und ggf. in welcher Größenordnung Höhen-
variationen aufgetreten sind. Die Analyse der erhobenen 
Daten durch das beschriebene Kongruenzmodell mit dem 
Softwarepaket JAG3D ergab, dass eine signifikante Hö-
henänderung für keinen der geprüften Netzpunkte nach-
weisbar ist.

6 Anhang

Tab. 7 enthält die geschätzten Einzelpunktverschiebun-
gen der Epochenanalyse 1-2A, 1-2B, 1-3A und 1-3B des 
Testnetzes Delft. Zum Vergleich sind neben den in JAG3D 
erzielten Ergebnissen auch die numerischen Werte von 
Antonopoulos und Niemeier (1983) angegeben und die 
modifizierten Punktverschiebungen von Kok (1983) auf-
geführt.

Die Schätzung von gemeinsamen Deformationspara-
metern (18) für einen Netzteil ergab, dass lediglich 
Blockverschiebungsparameter signifikant nachweisebar 
sind. Tab. 8 enthält die geschätzten Translationen für die 
Epochenauswertung 1-2A, 1-2B, 1-3A und 1-3B. Zum 
Vergleich sind die von Heck (1983) angegebenen numeri-
schen Werte mit angegeben.
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Punkt

Epochen 1-2A Epochen 1-2B Epochen 1-3A Epochen 1-3B

dy dx dy dx dy dx dy dx

3 23,4
(23,2)
[20,0]

–2,1
(–1,9)
 [2,0]

15,7
(×)

[12,0]

17,4
(×)

[20,0]

19,7
(25,5)
[20,0]

37,6
(36,6)
[40,0]

24,2
(28,9)
[20,0]

37,8
(36,2)
[40,0]

5 16,7
(16,6)
[12,0]

20,0
(20,2)
[20,0]

15,1
(×)

[12,0]

19,8
(×)

[20,0]

19,1
(23,2)
[20,0]

41,8
(39,4)
[40,0]

23,4
(26,6)
[20,0]

40,7
(38,2)
[40,0]

11  3,9
 (3,8)
[12,0]

25,5
(26,2)
[20,0]

 2,6
(–2,1)
[12,0]

24,6
(24,2)
[20,0]

 0,8
 (0,4)
[10,0]

38,0
(36,6)
[32,0]

10,3
(9,8)
[20,0]

46,2
(44,8)
[40,0]

15 –4,8 
(×) 

[–6,0]

8,0 
(×) 

[6,0]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

–8,0 
(–8,2) 
[–8,0]

 –9,7 
 (–9,7) 
[–12,0]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

21 × 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

× 
(5,3) 
[×]

× 
(5,6) 
[×]

× 
(4,5) 
[×]

× 
(3,3)
[x]

39  8,9 
 (8,8) 
[12,0]

21,1 
(21,2) 
[20,0]

 6,3 
 (0,7) 
[12,0]

20,8 
(16,7) 
[20,0]

12,9 
(14,5) 
[20,0]

41,0 
(40,6) 
[40,0]

15,4 
(16,7) 
[20,0]

42,5 
(41,8) 
[40,0]

41  5,0 
 (4,9) 
[12,0]

20,6 
(20,9) 
[20,0]

 3,9 
(-1,7) 
[12,0]

20,3 
(18,8) 
[20,0]

11,5 
(11,9) 
[20,0]

42,0 
(41,1) 
[40,0]

12,3 
(12,6) 
[20,0]

41,2 
(40,3) 
[40,0]

45 -4,8 
(-6,6) 
[-8,0]

-13,1 
(-13,1) 
[-10,0]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

× 
(×) 
[×]

Tab. 8: Geschätzte Blockverschiebung in [cm] für ein Teilnetz. Zum Vergleich 
sind in runden Klammern () die Ergebnisse von Heck (1983) angegeben.

Epoche 1-2A 1-2B 1-3A 1-3B

Teilnetz 5, 11, 39, 41 3, 5, 11, 39, 41 3, 5, 11, 39, 41 3, 5, 11, 39, 41

Parameter Ty Tx Ty Tx Ty Tx Ty Tx

7,7
(7,5)

23,2
(23,3)

6,3
(6,4)

22,4
(22,3)

11,4
(11,4)

43,5
(43,4)

15,1
(15,2)

43,9
(43,8)
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