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Zusammenfassung

Das Signal-Rausch-Verhiltnis (SNR) von GNSS-Empfingern
erlaubt die Berechnung von Héhen reflektierender Oberfla-
chen mittels der Analyse der Interferenzmuster (IPT). In der
klassischen IPT wird die Distanz zwischen der GNSS-Antenne
und dem Reflektor aus einem Lomb-Scargle-Periodogramm
(LSP) abgeleitet, das fiir jeden einzelnen Satelliten bestimmt
wird. AnschlieBend werden die Einzelergebnisse zu einer Ge-
samtlésung kombiniert.

In einem verbesserten Ansatz kdnnen alle Daten aller Satel-
liten in einem gemeinsamen Auswerteschritt analysiert wer-
den. Dazu wird die Berechnung des LSP durch ein Ausglei-
chungsmodell ersetzt, bei dem die Reflektorhdhe als Funktion
von Zeit und Raum angesetzt werden kann. Die Quadratesum-
me der Residuen einer solchen Ausgleichung hdngt von den
Funktionsparametern ab und kann als Zielfunktion einer glo-
balen Optimierung mittels Intervall-Analyse genutzt werden.
An einem simulierten Datensatz, der aus realen Messungen
auf der Weser abgeleitet wurde, wird dieses Verfahren darge-
stellt und es werden die Ergebnisse einer globalen Optimie-
rung der Reflektorhdhe prasentiert.

Summary

The signal-to-noise ratio (SNR) from GNSS receivers allows
computing the height of a reflecting surface by means of in-
terference pattern technique (IPT). In classical IPT the distance
between the GNSS antenna and the reflector is derived using a
Lomb-Scargle periodogram (LSP) which is calculated for every
satellite involved separately and the solutions are combined
later.

An enhanced approach uses a consistent computation of the
reflector height from all observations of all satellites in a
single estimation step. This is achieved by replacing the LSP
analysis by an appropriate common least squares adjust-
ment for all satellites in which the reflector height could be
expressed as a function in time and space. The cost function
depends on the parameters of such a function and can be used
as an objective function in a global optimization based on
interval analysis. The method is demonstrated using a simu-
lated data set derived from real measurements on the Weser
River and the results of an optimization are presented.
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DOI 10.12902/zfv-0121-2016

1 Einleitung

Wasseroberflidchen sind in der Regel sehr gute Reflek-
toren fiir Mikrowellensignale. Dieser Umstand fiihrt zu
meist unerwiinschten Mehrweg-Effekten bei GNSS-Be-
obachtungen in der Ndhe von oder auf Gewissern. An-
tennenhersteller versuchen daher mit groBem Aufwand,
reflektierte Signale von unterhalb des Antennenhorizon-
tes gelegenen Reflektoren zu unterdriicken. Trotzdem
erreicht ein Teil dieser Reflektionen doch das Antennen-
phasenzentrum und interferiert hier mit dem direkten
GNSS-Signal. Das Interferenzmuster ist groBtenteils ab-
héngig von der geometrischen Anordnung des sendenden
Satelliten, der Empfangsantenne und dem Reflektor. Al-
lein durch die Bewegung des Satelliten dndert sich dieses
Muster und fiihrt zu einer charakteristischen Oszillation
des Signal-Rausch-Verhiltnisses (signal-to-noise ratio,
SNR), das von vielen GNSS-Empfingern aufgezeichnet
wird.

Die Oszillation der SNR-Daten hidngt von verschiede-
nen dufBeren und inneren Einflussfaktoren ab. Wahrend
langwellige Anteile hauptsidchlich von den Antennen-
eigenschaften beeinflusst sind, werden die kurzwelligen
Variationen im Wesentlichen durch Mehrwegausbreitung
hervorgerufen. Bishop et al. (1985) und Georgiadou und
Kleusberg (1988) haben dargelegt, dass die Mehrwegaus-
breitung abhédngig vom Abstand zwischen dem Anten-
nenphasenzentrum und einem horizontalen Reflektor
unterhalb der Antenne ist. Wie Bilich et al. (2008) und
Larson et al. (2008) bei der Bestimmung der Bodenfeuch-
tigkeit gezeigt haben, kann diese Reflektorhdhe aus den
SNR-Daten von Standard-GNSS-Empfangern mittels
der Analyse des Interferenzmusters (interference pattern
technique, IPT) bestimmt werden. Die Methode wurde fiir
die Bestimmung von Meereshohen weiterentwickelt (Lar-
son et al. 2012, Lofgren et al. 2011, Larson et al. 2013,
Lofgren und Haas 2014, Roussel et al. 2015) und weltweit
in diversen Gewissern angewendet (Lofgren et al. 2014).

Die Basis fiir die Anwendung der IPT ist eine Reduk-
tion der SNR-Daten um langwellige Anteile durch eine
Hochpassfilterung und eine Beschrinkung der Daten mit-
tels einer Elevations- und Azimutmaske, um Reflektio-
nen von anderen Fldchen als der Wasseroberfldche aus-
zuschalten. Die vorprozessierten SNR-Daten, die hier in
Anlehnung an Larson et al. (2012) mit 8SNR bezeichnet
werden sollen, werden tiblicherweise mittels eines Lomb-
Scargle-Periodogramms (LSP) (Lomb 1976, Scargle 1982)
analysiert. Dabei werden die Daten jedes einzelnen Satel-
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liten untersucht und die Ergebnisse spater in einem zu-
sédtzlichen Schritt kombiniert. Die gewiinschte Auflésung
der Reflektorh6he bestimmt dabei den Berechnungsauf-
wand, da das Leistungsspektrum des LSP fiir jede mogli-
che Reflektorhohe berechnet werden muss.

Die ersten Konzepte fiir die Anwendung der IPT gin-
gen von einer stationdren und horizontalen Reflektorfla-
che aus. Da diese Annahme zumindest fiir Tidegewé&sser
nicht haltbar war, wurden Methoden entwickelt, die die
Oszillation als eine Funktion einer stationdren Reflektor-
hoéhe und einer Vertikalgeschwindigkeit beschreiben. Lar-
son et al. (2013) und Lofgren et al. (2014) nutzen hierzu
ein iteratives Verfahren, um eine vorlaufige Zeitreihe der
Hohen zu berechnen, aus der die Vertikalgeschwindig-
keit bestimmt wird. Ein daraus abgeleiteter Korrektur-
term wird in einer erneuten Berechnung berticksichtigt.
Roussel et al. (2015) haben ein Verfahren vorgeschlagen,
bei dem die Berechnung in Zeitfenstern durchgefiihrt
wird, fiir die eine quasi-stationédre Oszillationsfrequenz
angenommen werden kann. Die Ergebnisse der LSP der
einzelnen Satelliten werden in einem gemeinsamen Aus-
gleichungsmodell ausgewertet, bei der neben der statio-
nidren Reflektorhohe auch eine Vertikalgeschwindigkeit
beriicksichtigt wird.

Diese Methoden liefern besonders durch ihren Nihe-
rungscharakter nur zum Teil gute Ergebnisse. Insbeson-
dere fiir geringe Reflektorh6hen sind die Oszillations-
frequenzen sehr niedrig, sodass die Zeitfenster fiir eine
zuverlassige LSP-Analyse vergrofert werden miissen.
Dies fiihrt leider gerade in Tidegewissern mit groBem
Tidehub dazu, dass weder eine geeignete Zeitreihe be-
rechnet noch eine quasi-stationére Oszillationsfrequenz
angenommen werden kann. Daneben wird durch die nach
Satelliten getrennte Auswertung des LSP bei diesen Ver-
fahren nicht voll ausgenutzt, dass die Reflektorhéhe bei
allen Daten zum gleichen Zeitpunkt und unter Annahme
eines horizontalen Reflektors identisch sein muss.

Es wire daher wiinschenswert, die Frequenz als eine
Funktion einer variablen Reflektorh6he zu modellieren.
Im einfachsten Fall konnte die Reflektorh6he als eine
zweidimensionale Funktion mit einem konstanten und
einem zeitabhidngigen Term dargestellt werden. Auch
wenn ein solches Modell ebenfalls mittels LSP untersucht
werden konnte, wiirde eine addquate Auflosung fiir beide
Terme zu kaum praktikablen Berechnungszeiten fiihren.
Um dieses Problem zu umgehen, kann eine multivariate
globale Optimierung mittels Intervall-Analyse (Hansen
und Walter 2004) verwendet werden. In einem konsis-
tenten Berechnungsschritt werden dabei alle SSNR-Werte
aller Satelliten fiir eine gewichtete Ausgleichung in ei-
nem GauB-Markov-Modell eingefiihrt. Da die gewichtete
Summe der Residuenquadrate dem LSP-Leistungsspek-
trum vergleichbar ist (Mautz und Petrovic 2005), kann
sie als eine Zielfunktion in einer globalen Optimierung
genutzt werden.

In diesem Artikel soll die grundsétzliche Anwendung
der globalen Optimierung bei der Analyse von SNR-Daten
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dargestellt werden. Dabei wird der leicht auf multivariate
Anwendungen erweiterbare Fall einer univariaten Funk-
tion angenommen, wie er dhnlich bereits fiir andere Zwe-
cke von Mautz und Petrovic (2005) dargestellt wurde. Im
zweiten Kapitel werden die grundlegenden Gleichungen
des Ausgleichungsmodells, die daraus resultierende Ziel-
funktion und ihre Ableitungen hergeleitet und erlautert.
Im dritten Kapitel wird kurz ein einfaches Konzept einer
globalen Optimierung mittels Intervall-Analyse angege-
ben und es werden die notwendigen Anpassungen fiir die
Anwendung zur Bestimmung der Reflektorhohe gezeigt.
Im vierten Kapitel wird das Potenzial dieses Verfahrens an
einem numerischen Beispiel erldutert, das simulierte aber
realititsnahe Daten verwendet. Das letzte Kapitel fasst
die Ergebnisse zusammen und gibt einen Ausblick auf
zukinftige Entwicklungen und Anwendungen.

2 Zielfunktion

Die ungestorte kurzwellige Oszillation der 6SNR-Werte
eines Satelliten kann nach Larson et al. (2012) als eine
Funktion der Wellenlédnge des GNSS-Signals 4, des Eleva-
tionswinkels 6 des Satelliten, einer Amplitude 4 und einer
Phase ¢ sowie der Reflektorhohe / ausgedriickt werden:

6SNR:ACOS(4TﬂhSin(9)+¢j. (1)

Grundsitzlich reprisentiert (1) einen instantanen 3SNR-
Wert, der fiir einen einzelnen Ort der Reflektionsfliche
zu einem speziellen Zeitpunkt gilt. Wenn diese Fléche,
wie z.B. die Wasseroberfldche eines Tidegewassers, keine
statische, horizontale Ebene ist, wird die Reflektorhohe
riumlich und zeitlich variieren. Soll (1) fiir ein solches
Tidegewdsser genutzt werden, muss die Reflektorhche
mittels eines passenden physikalischen m-dimensionalen
Modells mit den Funktionsparametern #,, u =0,...,m - 1
beschrieben werden.

Um die grundsitzliche Anwendung der globalen Op-
timierung fiir die Bestimmung der Reflektorhdhe darzu-
stellen, soll hier von einer ebenen Wasseroberflache mit
einer linearen zeitlichen Anderung ausgegangen werden.
Auch wenn eine Erweiterung fiir komplexere Modelle
leicht moéglich ist, wird die Reflektorh6he zunéchst als
eine Funktion A(z) der Zeit ¢ ausgedriickt:

h(t,)=h,+ht,. (2)

Hier représentiert %, die Reflektorh6he zum Zeitpunkt ¢,
und /#, die zeitliche Anderung der Reflektorhéhe. Wegen
der variablen Relation der Signalstdrke des direkten und
des reflektierten Signals kann die Amplitude 4 in (1) auch
zeitvariabel sein (Bilich et al. 2008) und kénnte eben-
falls als eine entsprechende zeitabhéngige Funktion aus-
gedriickt werden. Da die Amplitude allerdings nur sehr
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langsam variiert, kann hier zur Vereinfachung ohne Qua-
litdtsverlust eine zeitliche Konstanz angenommen wer-
den.

Berticksichtigt man noch die zeitliche Abhéngigkeit
des Elevationswinkels, dann kénnen die Beobachtungs-
gleichungen einer Ausgleichung nach der Methode der
kleinsten Quadrate fiir die 7, Daten der 6SNR-Werte fiir
alle s Satelliten zu den Beobachtungszeitpunkten #;
aus (1) unter Beachtung des Additionstheorems fiir den
Kosinus abgeleitet werden zu

v, +8SNR,

=a, sin [j_fh(z""' )sin (Ok‘l. )] +b, cos{j—fh(tk’i)sin(ek,, )j
(3)

Hier stellt v;; das Residuum der Ausgleichung dar, wo-
bei k= 1,...,s mit s als Anzahl der beobachteten Satel-
liten und i = 1,...,n; mit n; als Anzahl der Beobachtun-
gen zum speziellen Satelliten k& sein soll. Die Parameter
a, = -Ay sin(¢,) und by = 4, cos(¢,) sind Kombinationen
der Amplitude und Phase fiir den speziellen Satelliten £.

Die unbekannten Parameter a; und b, konnen ge-
meinsam mit den unbekannten Parametern der zeitab-
hingigen Funktion der Reflektorhdhe %y und 4, aus einer
gewichteten Ausgleichung nach der Methode der kleins-
ten Quadrate bestimmt werden. Da die Beobachtungen
nichtlineare Funktionen der unbekannten Reflektorho-
he sind, miissen fiir eine geeignete Linearisierung gute
Niherungswerte fiir die Funktionsparameter %, und 4,
vorliegen. Die Losung einer linearisierten Ausgleichung
muss allerdings nicht zwangsldufig bestimmbar sein, da
die notwendige Iteration nicht konvergieren muss. Dazu
liefert sie auch bei Konvergenz nicht generell ein globales
Optimum.

Nimmt man hingegen die Funktionsparameter als ge-
geben an, sodass h # 0 ist, dann konnen die Unbekannten
a; und by, aus einer linearen Ausgleichung bestimmt wer-
den. Unter der Annahme, dass die 3SNR-Werte zwischen
den Satelliten unkorreliert sind, kann die gewichtete
Summe der Quadrate der Residuen einer solchen Aus-
gleichung als eine zu minimierende Zielfunktion einer
globalen Optimierung verwendet werden:

VTPV(al,bl,...,ax,bs,h):inPka (4)
=1

mit P, als Gewichtsmatrix der Beobachtungen des Satel-
liten £ und der tiblichen Lésung der Ausgleichung mit

a -1
X, = |:bk:| = (AIZPkAk) AAT»Pklk :kaA:Pklk ’ (5)

k

v, =Ax, -1, (6)

A - O8SNR,, 08SNR, . 5S]\‘7R )
kT aak 6b,( v Yk T : ki |-

Die Funktionsparameter 4, und %; kénnen nun in ei-
nem definierten Wertebereich variiert und die Zielfunk-
tion damit jeweils berechnet werden. Die Ergebnisse der
verschiedenen Ausgleichungen kénnen so wie das Leis-
tungsspektrum des LSP genutzt werden, um die bestmdg-
liche Reflektorh6he zu bestimmen.

Die Abb. 1 zeigt ein Beispiel eines Datensatzes fiir drei
Satelliten in einem Zeitraum von einer Stunde mit einer
Beobachtungsrate von einer Sekunde. Die Reflektorhche
wurde mit £ =5,5m als zeitlich konstant angenommen,
wodurch die Optimierung zu einem univariaten Problem
vereinfacht wird. Fiir den Beobachtungszeitraum wurde
fir alle Satelliten eine lineare Anderung der Elevations-
winkel angenommen. Die Wertebereiche der Elevations-
winkel wurden angenommen zu 35° bis 64° fiir Satellit 1,
4° bis 30° fiir Satellit 2 und 6° bis 23° fiir Satellit 3. Die
Amplituden der Oszillationen wurden fiir alle Satelliten
zu eins gesetzt und die Phasen mit null angenommen.
Mit diesen Werten wurden die Beobachtungsdaten ent-
sprechend (3) unter Vernachldssigung der Residuen be-
rechnet.

Die Werte der Zielfunktion wurden fiir Reflektorhohen
zwischen 4 m und 6 m berechnet. Die Darstellung der
Zielfunktionswerte in Abb. 1 zeigt eine minimale Summe
der Quadrate der Residuen (in diesem Falle null) an der
Position der vorab gesetzten Reflektorhéhe. Fiir diese als
statisch angenommene Reflektorh6he konnte erwartet
werden, dass auch die Ansitze von Larson et al. (2013),
Lofgren et al. (2014) und Roussel et al. (2015) dhnliche
Ergebnisse erbringen. Allerdings werden dabei nicht alle
Daten aller Satelliten in einem Zuge ausgewertet, sondern
jeweils einzeln betrachtet. Zudem wére eine Anpassung
von (4) fur eine komplexere zeitliche oder auch rdumliche
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Abb. 1: Werte der Zielfunktion fiir den Beispieldatensatz
dreier Satelliten
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Variation in den erwidhnten LSP-Ansidtzen nicht leicht
moglich.

Es sei hier angemerkt, dass fiir eine linearisierte Aus-
gleichungslésung von (3), bei der neben den Unbekann-
ten a;, und b, auch die Reflektorh6he mit ausgeglichen
wird, selbst bei einem recht guten Ndherungswert fiir
die Reflektorh6he von z.B. 5 m auch nach 100 Iterati-
onen keine Konvergenz erreicht wird. Dies ist sicher der
Multimodalitit der Zielfunktion im betrachteten Intervall
und der geringen Trennschirfe einiger lokaler Minima
geschuldet. Im ungiinstigsten Fall konnte die Berechnung
auch nur zum lokalen Minimum zwischen 5 m und 5,5 m
konvergieren und damit eine falsche Losung liefern.

Bei den LSP-basierten Ansitzen muss der gegebene
Wertebereich vollstandig durchsucht werden. Geht man
von einer Auflésung von 1cm fiir die Reflektorhohe
aus, miissen also mindestens 200 Berechnungen von (4)
durchgefiihrt werden. Im Fall einer Reflektorhéhe, die
entsprechend (2) als zeitlich variabel beschrieben wird,
wiirde sich anstelle des 1D-Periodogramms in Abb. 1 ein
2D-Periodogramm ergeben. Entsprechend wiirde sich der
Berechnungsaufwand nochmals deutlich erhéhen.

Wie Mautz und Petrovic (2005) dargestellt haben, kann
fiir ein univariates Problem eine effizientere Losung fiir
eine globale Optimierung auf der Basis der Intervall-Ana-
lyse erarbeitet werden. Auch fiir multivariate Problem-
stellungen existieren Losungen, die fiir eine Zielfunktion
entsprechend (4) genutzt werden kénnen. Ein Minimum
der Zielfunktion ist grundsatzlich dadurch charakteri-
siert, dass dort der Gradientenvektor der Zielfunktion ein
Null-Vektor ist:

T
Vv Py = v Py =0. (8)

u

Zur Vereinfachung wird hier von einer statischen Reflek-
torhohe ausgegangen. Damit wird der Gradientenvektor
eindimensional, da nur die Variable /# zu bestimmen ist.
Fiir den multivariaten Fall kénnen die Elemente des Gra-
dientenvektors dhnlich wie in den folgenden Herleitun-
gen, allerdings unter Beachtung einer entsprechenden
Indizierung der Parameter, gebildet werden.

Da die Zielfunktion (4) eine Summe der Zielfunktionen
der s Satelliten ist, kann auch die partielle Ableitung als
eine Summe dargestellt werden:

ov'Pv _ Z’: oviPv,

9
oh o Oh )

Unter Berticksichtigung der Ableitungsregeln fiir Matri-
zen und Vektoren kann die partielle Ableitung ausge-
driickt werden als

GVZ Pv,

P 2v; P AX, (10)
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O0A
wobei die Matrix A, :a_hk die partielle Ableitung der

Elemente der Funktionalmatrix beziiglich der Unbekann-
ten 4 enthélt.

Neben der ersten partiellen Ableitung werden spiter
auch die zweite und dritte partielle Ableitung benotigt.
Wieder kann dabei von einer Summe entsprechend (9)
ausgegangen werden. Fiir die zweite partielle Ableitung
erhilt man:

GZVTP v " ’ ’ ’ ’
o = 2(VP (Alx, +VRALX, )+ v P ALY, ) (1)

2

0°A
mit A} = ahzk . Die Ableitungen der Vektoren der Un-

bekannten und der Residuen konnen dabei ausgedriickt
werden durch

! ax ! !

X :8_}::_ka (AkTPka +A£PkAkxk), (12)
! av ! ’

\7 za—é‘:Akxk+Akxk. (13)

Fir die dritte partielle Ableitung erhélt man

v P,
—Vakh3k i —2vIP, (AlX! +2A0X, + AX,)
+4v['P, (A}x, +A[X,)
+2v]'P A X, (14)
3

0A
mit A} = 6h3k . Die zweiten Ableitungen der Vektoren

der Unbekannten und der Residuen erhilt man aus

" azxk
X, =
oom?
=Q, (A;CTPkAk +AZPkA;()ka APy,
_ka AZTPk Vk - ka A;{T Pk V;f
+Q, (A/PA, +A[PAL)Q A[PAX,
_kaA;cTPkAI'cxk _ka AIZPkAIZXk
-Q, ALPALX, (15)
” azvk " ror 1ot "
v, = 7P =AX, +A X, +A X, +A.X; . (16)

Wie im folgenden Abschnitt erldutert wird, ist die Kennt-
nis der zweiten und dritten Ableitung der Zielfunktion
wichtig fiir eine effiziente Anwendung der Intervall-Ana-
lyse zur globalen Optimierung eben dieser Zielfunktion.
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3 Globale Optimierung

Zur Suche nach einem globalen Minimum fiir eine m-di-
mensionale Funktion in einer definierten m-dimensiona-
len Intervall-Box der Wertebereiche der Variablen werden
sowohl probabilistische als auch deterministische Metho-
den verwendet. Die erste Gruppe wird dominiert von den
Verfahren »Simulated Annealing« (Metropolis et al. 1953)
und »Genetic Algorithms« (Holland 1975). Obwohl die
Nutzung dieser Ansétze in vielen wissenschaftlichen Dis-
ziplinen sehr weit verbreitet ist, leiden sie doch darunter,
dass sie wegen ihres stochastischen Charakters das Auf-
finden eines tatsdchlich existierenden globalen Optimums
nicht garantieren konnen. Die zweite Kategorie basiert
auf den Ansitzen von Hansen (1979, 1980), der die von
Moore (1966) entwickelte Intervallarithmetik verwendet.
Theoretisch garantieren diese Verfahren das Auffinden
eines Minimums in einer gegebenen Intervall-Box unter
der Voraussetzung, dass mindestens ein solches Mini-
mum in dieser Intervall-Box existiert. In der praktischen
Umsetzung ist diese Garantie aus numerischen Griinden
nicht voll gegeben, allerdings haben diese Verfahren auch
dann noch eine sehr hohe Zuverlissigkeit beim Auffinden
eines globalen Optimums gezeigt (Xu 2002).

Die globale Optimierung mittels Intervall-Analyse ist
von vielen Wissenschaftlern weiterentwickelt und ange-
wendet worden (Araya und Reyes 2015). Die meisten Al-
gorithmen nutzen dabei eine Branch-and-Bound-Strate-
gie, die originir von Land und Doig (1960) vorgeschlagen
wurde. Obwohl eine Reihe von Weiterentwicklungen und
Verbesserungen ver6ffentlicht wurden (Xu 2002, 2003;
Beelitz 2006; Stocker 2014), soll hier aus Griinden der
Klarheit ein sehr einfacher Algorithmus verwendet wer-
den.

Ein solcher Algorithmus beginnt mit der Definition ei-
ner Liste von m-dimensionalen Intervall-Boxen, die zu-
mindest ein Minimum enthalten sollen. Zu Beginn wird
diese Liste nur eine initiale Intervall-Box enthalten, die
durch den Anwender wohldefiniert werden sollte. In der
Regel sollten die Wertebereiche der Variablen dieser Inter-
vall-Box sehr viel groBer als ein definierter Schwellwert
sein, der auch ein Abbruchkriterium fiir den Algorithmus
darstellt und daher mit der gewiinschten Auflésung ver-
kniipft sein sollte.

In einem Bounding-Schritt werden die Eigenschaften
einer Intervall-Box untersucht und entschieden, ob diese
Intervall-Box von der Liste der Intervall-Boxen zu strei-
chen ist. Falls die Intervall-Box nicht verworfen wurde,
wird ein multivariates Newton-Intervall-Verfahren (Han-
sen und Greenberg 1983) angewendet, das dhnlich wie
das bereits von Mautz und Petrovic (2005) vorgestellte
eindimensionale Verfahren ablduft. Dabei werden ent-
weder eine neue Intervall-Box oder zwei neue Intervall-
Boxen erzeugt. Werden zwei Boxen erzeugt, dann wird
die aktuelle Box durch eine der neuen Boxen ersetzt und
die zweite neue Box wird der Liste der Intervall-Boxen
zugefiigt. Wird nur eine Box erzeugt, dann wird diese

entweder verworfen, wenn sie leer ist, oder sie ersetzt
die aktuelle Intervall-Box, wenn sie kleiner als diese ist.
Ist sie nicht kleiner, dann wird die aktuelle Box zerlegt
(Branch-Schritt) in kleinere Boxen, von der eine die ak-
tuelle Box ersetzt und die anderen der Liste der Intervall-
Boxen zugefiigt werden. Im Anschluss wird eine neue
Box aus der Liste der Intervall-Boxen als aktuelle Box
ausgewdihlt und der Algorithmus wird wiederholt durch-
laufen. Dies wird solange durchgefiihrt, bis entweder die
Liste der Intervall-Boxen leer ist (keine Losung) oder die
letzte verbleibende Box kleiner als das gesetzte Abbruch-
kriterium ist.

3.1 Intervall-Analyse und Bounding-Schritt

Der beschriebene Algorithmus verwendet die Intervall-
Analyse mittels Intervallarithmetik (Moore et al. 2009)
im Bounding-Schritt zur Berechnung des Wertebereiches
der Zielfunktion und ihrer Ableitungen. Alle Berechnun-
gen nutzen dabei die grundlegenden Operationen der
Intervallarithmetik fiir zwei Intervalle X und Y mit den
unteren (»L« fiir »lower«) und oberen (»U« fiir »upper«)
Intervallgrenzen x;, xy, y; und yy:

XoY = I:min{xLoyL’xL O VysXy ©VisXy Oyu},

max {X, © y,,X, © Yy Xy © Vys %y © Yy || (17)

mit X = [x;, x;], Y = [y, yu]. Das Symbol ° steht dabei fiir
einen der Operatoren der vier Grundrechenarten. Die Be-
handlung der Addition, Subtraktion und Multiplikation
ist dabei sehr einfach. Fiir die Division muss allerdings
beriicksichtigt werden, dass ein Intervall auch Null als
Wert enthalten kann. Daher muss die erweiterte Intervall-
division verwendet werden, um die resultierenden Inter-
vallgrenzen korrekt bestimmen zu konnen (Chen 2011).
Fir praktische Anwendungen existieren eine Reihe von
Softwarebibliotheken in verschiedenen Programmier-
sprachen und -umgebungen. Die Intervallberechnungen
zu dieser Arbeit wurden mit der MATLAB-Bibliothek
INTLAB (Rump 1999) durchgefiihrt. Es sei angemerkt,
dass nicht alle Bibliotheken die erweiterte Intervalldivi-
sion beriicksichtigen.

Es ist wohlbekannt, dass durch die Vernachlidssigung
von Abhingigkeiten die Intervallberechnung den Werte-
bereich von Funktionen sehr hiufig {iberschitzt. Insbe-
sondere im Fall der Zielfunktion (4) muss der Wertebereich
aus der Durchfithrung sehr vieler Intervall-Operationen
berechnet werden. Selbst fiir sehr kleine Intervall-Boxen
fiihrt die Uberschitzung dann sehr hiufig dazu, dass das
Ergebnis-Intervall unendlich groB wird. Um dieses Pro-
blem zu reduzieren, kann eine Taylor-Entwicklung zur
Berechnung der Intervallgrenzen einer m-dimensiona-
len Funktion f(x) des Vektors x genutzt werden (Jaulin
2001):
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S(X)=1(xy)
+Vf7 (XM)(X_XM)
+%(X—XM)TH(X)(X—XM)..., (18)

wobei f(X) der Wertebereich des Intervalls der Funktion,
X die m-dimensionale Intervall-Box und X,, der Mittel-
punkt der Intervall-Box X ist. Fiir f(x,,) wird der Funk-
tionswert am Mittelpunkt x,, bestimmt, Vf(x,,) ist der
Gradientenvektor der Funktion an diesem Mittelpunkt
und H(X) ist die Intervall-Hesse-Matrix der Funktion f.

Die bereits erwdhnten Abhéngigkeiten beeinflussen
auch die Berechnung der Intervall-Hesse-Matrix. Daher
ist es ratsam, fiir praktische Berechnungen eine Naherung
anstelle von (18) zu verwenden:

JF(X)= f(xy)
+VI7T (x,, ) (X-x,,)
+%(X—XM)TH(XM)(X—XM). (19)

Hier wird also die Hesse-Matrix am Mittelpunkt der In-
tervall-Box berechnet. Zwar wird die Uberschitzung des
tatsdchlich kleineren Wertebereiches der Funktion nur
reduziert und nicht verhindert, aber dennoch liegen die
tatsdchlichen Intervallgrenzen im berechneten Intervall.

Gleichung (19) kann jetzt auf die Zielfunktion und ihre
Ableitungen angewendet werden. Der Wertebereich der
Zielfunktion fiir eine Intervall-Box wird aus (4) in Ver-
bindung mit (10) und (11) berechnet. Die Intervall-Box
des Gradientenvektors in (8) kann dhnlich bestimmt wer-
den. Dazu muss in (19) die Funktion f durch die Ableitung
aus (10) fir den entsprechenden Parameter / ersetzt wer-
den. Der Gradientenvektor und die Hesse-Matrix miissen
dann mit den zugehorigen zweiten und dritten partiellen
Ableitungen aus (11) und (14) bestimmt werden.

Fiir den hier behandelten univarianten Fall reduzieren
sich Gradientenvektor und Hesse-Matrix auf skalare Gro-
Ben. Daher kann die Approximation auch direkt mit den
Ableitungen aus (10), (11) und (14) angegeben werden.
Fiir die einzelnen Summanden der Zielfunktion erhilt
man als Wertebereich

v,Pv, (h)=vPv,(h,)

ovi P, (h,)
Sk TRATM) (h_py
- oh (h=hy)

l@zvikak (hM)

+3 % (h—hy,) . (20)

Fiir die Summanden der Ableitung der Zielfunktion erhalt
man als Intervall
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ov,P,v, (h) . ov, P, (h,)

oh oh
v Pv, (h
)
18°ViP,v, (h,)
L T

Dabei ist h das Intervall der Reflektorhéhe und £,, der Mit-
telpunkt dieses Intervalls. Auch hier wird durch die Tay-
lor-Approximation nur die Uberschitzung des tatsichlich
kleineren Wertebereiches der Ableitungen reduziert. Ent-
sprechende Erweiterungen auch fiir Taylor-Entwicklung
hoéheren Grades sind problemlos moglich. Damit kdnnte
die Uberschitzung des tatsdchlichen Wertebereiches der
Abweichungen weiter reduziert und dadurch die Konver-
genz der Optimierung verbessert werden. Fiir multivaria-
te Probleme wie z.B. der Ansatz einer linearen Funktion
entsprechend (2) ist dies allerdings nicht méglich, da hier
die Ndherung aus (19) benutzt werden muss.

Die Untergrenze des Intervalls der Zielfunktion aus
(20) kann spater in einem begrenzenden Cut-Off-Test be-
nutzt werden. Wenn die Untergrenze groBer als ein aktu-
eller minimaler Wert der Zielfunktion ist, kann das zuge-
horige Intervall der Reflektorhdhe kein globales Mini-
mum enthalten. Fiir einen Startwert kann der Wert der
Zielfunktion am Mittelpunkt des initialen Intervalls ver-
wendet werden. Der aktuell minimale Wert kann aktua-
lisiert werden, wenn z.B. der Wert der Zielfunktion am
Mittelpunkt des aktuellen Intervalls kleiner als das aktu-
elle Minimum ist.

Der Wertebereich der Ableitung aus (21) kann fiir einen
Test auf Monotonie verwendet werden. Wenn das Vorzei-
chen der oberen und unteren Intervallgrenzen der Ablei-
tung identisch ist, ist die Zielfunktion monoton und kann
folglich kein Minimum enthalten.

3.2 Intervall-Newton-Verfahren

Wie auch von Mautz und Petrovic (2005) dargelegt wur-
de, kann basierend auf dem bekannten Newton-Verfahren
zum Auffinden der Nullstellen einer Funktion eine Inter-
vall-Version zum Auffinden aller Nullstellen in einem In-
tervall abgeleitet werden. Entsprechend ist das Intervall-
Newton-Verfahren ebenfalls ein iteratives Verfahren, bei
dem die neuen Intervallgrenzen aus den Informationen
iiber den Funktionswert an einem speziellen Punkt im In-
tervall und dem Intervall des Gradientenvektors bestimmt
werden. Im univariaten Fall wird das neue Intervall X,,,,
aus dem aktuellen X bestimmt aus

X, = Xm[xM - g(xM)], (22)

g'(X)

wobei x,, der Mittelpunkt des Intervalls, g(x,,) der Funk-
tionswert am Mittelpunkt und g'(X) das Intervall der
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ersten partiellen Ableitung der Funktion darstellt. Da hier
die Zielfunktion minimiert werden soll, muss als Funk-
tion g die Ableitung der Zielfunktion verwendet werden,
da fiir dies die Nullstellen zu suchen sind. Die Division
in (22) muss mittels der erweiterten Intervall-Division
durchgefiihrt werden. Das Verfahren kann also ein neues
Intervall oder zwei neue Intervalle liefern.

Dieses Verfahren kann auch fiir den multivariaten
Fall verwendet werden, dabei ist allerdings der vollstin-
dige Gradientenvektor (8) zu verwenden. Die Ableitun-
gen dieses Vektors liefern dann eine Jacobi-Matrix, die
in diesem Fall aber eine Intervall-Matrix ist. Obwohl die
Berechnung der Inversen einer Intervall-Matrix moglich
wére, wird fiir gewohnlich die Inversion zur direkten An-
wendung in (22) vermieden. Stattdessen wird (22) so um-
gestellt, dass ein Gleichungssystem entsteht, das mittels
GauB-Seidel-Verfahren gelost wird (Hansen 1980, Han-
sen und Sengupta 1980).

3.3 Zerlegung von Intervall-Boxen

Je kleiner eine Intervall-Box ist, umso enger werden die
Intervallgrenzen aus (22) berechnet. Da besonders zu Be-
ginn der Berechnung die Intervall-Boxen haufig noch zu
groB sind, um aus (19), (20) oder (21) akzeptable Nihe-
rungen zu erhalten, konnen viele Intervalle noch nicht
verworfen oder weiter eingegrenzt werden. Die Intervall-
Boxen miissen daher auch zerlegt werden kénnen.

Die Zerlegung kann im einfachsten Fall dadurch er-
folgen, dass jedes Intervall einer Komponente einer In-
tervall-Box halbiert wird. Fiir univariate Probleme oder
multivariate Probleme geringer Dimension mag dieses
Vorgehen akzeptabel sein, bei Funktionen hoéherer Di-
mension kann es aber zu einer enormen Anzahl neuer
Unterboxen fiihren, die spiter ebenfalls analysiert wer-
den miissen. Verschiedene Verfahren wurden daher ent-
wickelt, die eine sinnvolle Zerlegung nur einer Kompo-
nente einer Intervall-Box ermoglichen. Eine umfassende
Zusammenstellung solcher Bisektionstrategien findet
sich in Beelitz (2006). Viele Verfahren verwenden dazu
die relative Weite der Intervalle der Komponenten der In-
tervall-Box, andere beriicksichtigen auch die Anderung
der Zielfunktion durch die Komponenten basierend auf
der Kenntnis des Gradientenvektors (8). Fiir den hier be-
handelten univariaten Fall wird eine einfache Halbierung
gewdahlt.

3.4 Erster Test

Der oben beschriebene Algorithmus wurde in Form ei-
nes MATLAB-Skriptes realisiert. Dabei wurde zusitzlich
implementiert, dass in jedem Durchlauf aus der Liste der
Intervalle das grofte Intervall als das aktuell zu untersu-
chende ausgewihlt wird.

6000

5000 -
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3000 -

2000 -

Summe d. Residuenquadrate [dBZ]

1000

4 4.5 5 515 6
Reflektorhéhe [m]

Abb. 2: Werte der Zielfunktion fiir den Beispieldatensatz
mit den Grenzen der untersuchten Intervalle

Mit dieser Anwendung wurde das einfache Beispiel aus
Kap. 2 prozessiert. Das Abbruchkriterium wurde entspre-
chend der in Kap. 2 gewéhlten Auflésung gesetzt. Die
resultierenden Grenzen der analysierten Intervalle sind in
Abb. 2 dargestellt. In den ersten Durchldaufen werden die
Intervalle fast nur halbiert und nur gering verkleinert. Of-
fensichtlich wurden dann aber die groBen Intervalle links
von der initialen Intervallmitte frith verworfen und nicht
weiter zerlegt. Je kleiner die Intervalle wurden, umso
mehr wurden sie durch das Newton-Intervall-Verfahren
begrenzt. Die meisten Intervalle (mehr als 73 %) wurden
verworfen, weil sie den Cut-Off-Test nicht bestanden. Cir-
ca 20 % der Intervalle verfehlten den Test auf Monotonie
und bei ca. 7 % liefert das Newton-Intervall-Verfahren
ein leeres Intervall. Zur Bestimmung des Optimums waren
insgesamt 15 Berechnungen von (4) notwendig. Selbst
unter Berticksichtigung des zusitzlichen Berechnungs-
aufwands fiir die Intervall-Analyse ergibt sich also eine
erhebliche Reduktion im Vergleich zu einem LSP-Ansatz.

4 Numerisches Beispiel

Grundsitzlich soll hier das Potenzial der globalen Op-
timierung mittels Intervall-Analyse fiir die Auswertung
von SNR-Daten aufgezeigt werden. Reale Daten sind al-
lerdings sehr hiufig von systematischen Effekten beein-
flusst, die nicht mit einem sehr simplen Modell erfasst
werden konnen. Wie bereits erwidhnt, miissen SNR-Daten
zunichst hochpassgefiltert werden, um langwellige Ein-
fliisse zu eliminieren, die nicht auf Signalreflektionen
beruhen. Die Anwendung von Elevations- und Azimut-
masken ist ebenfalls notwendig, um Reflektionen auszu-
schlieBen, die nicht von der Wasseroberflache ausgehen.
Beide Datenbearbeitungen konnten zur Kontamination
der Daten mit Artefakten fiihren. Zusitzlich kénnten die
Rohdaten auch durch Schiffsverkehr (Schwell und Re-
flektion) oder durch Windwellen beeinflusst sein. Daher
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Abb. 3: GNSS-Station und Tidepegel in Bremerhaven
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Abb. 4: Berechnete Reflektorhdhe an der GNSS-Station

wurde fiir diese Untersuchung ein simulierter Datensatz
erzeugt, der aber so realistisch wie moglich angesetzt
wird.

Dazu wurden die GNSS-Daten mit einer Aufzeich-
nungsrate von einer Sekunde einer Station an der Unter-
weser bei Nordenham (Abb. 3) fiir den 16. November 2013
gewihlt. Die GNSS-Antenne (Leica AR20) wurde an einer
Messplattform des WSA Bremerhaven installiert und an
einem TopconNet-G3A-Empfanger betrieben. Die Hohe
des Antennenphasenzentrums wurde mittels eigener
Software aus den Phasen der GPS- und GLONASS-Daten
im SAPOS-Referenznetz berechnet. Der nichstgelegene
Tidepegel befindet sich in Bremerhaven (Alter Leucht-
turm) in einer Entfernung von ca. 3,5 km, fiir den ein
vollstdndiger Datensatz von Ablesungen im 1-Minuten-
Abstand vorliegt. Der Tidehub in diesem Bereich betragt
ca. 4 m mit vertikalen Geschwindigkeiten von mehr als
1 m/h. Fir ein einfaches univariates Modell der Reflek-
torhohe sind diese Werte deutlich zu groB. Daher wurde
fiir die Simulation der Tidehub mit dem Faktor 0,1 mul-
tipliziert und der gesamte Tidehub damit auf ca. 40 cm
begrenzt. Diese Daten wurden gemeinsam genutzt, um
zu jedem Beobachtungszeitpunkt eine Reflektorhéhe zu
berechnen (Abb. 4).
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Die origindren GNSS-Daten von 55 Satelliten (31 GPS,
24 GLONASS) wurden entsprechend der Umgebung der
Antenne maskiert. Die Daten wurden fiir die Auswertung
akzeptiert, wenn die Elevation zwischen 1° und 25° lag
und das Azimut zwischen 46° und 264° betrugt. Zu Ver-
gleichszwecken wurden die beobachteten SNR-Daten un-
ter Verwendung eines Butterworth-Filters niedriger Ord-
nung hochpassgefiltert.

Die resultierenden 8SNR-Daten wurden durch simu-
lierte Werte ersetzt, die aus (1) berechnet wurden. Dabei
wurde eine maximale Amplitude A4,,,, von +3 dB und eine
Phase von null fiir jeden Satelliten angenommen. Nach
Lofgren (2014) ist die Magnitude eines reflektierten Sig-
nals eine Funktion des Elevationswinkels 8 und sollte bei
ansteigenden Elevationswinkeln zu geringeren Amplitu-
den A(0) fithren. Aus den dort angegebenen Daten fiir
Seewasser wurde fiir die Reduktion der Amplitude ein
einfaches Modell abgeleitet zu

A(6)= 4, cos(0)e™. (23)

Die Reflektorh6he wurde wie beschrieben berechnet und
erreicht an diesem Tag Werte zwischen ca. 5,7 m und
6,1 m. Die 6SNR-Werte wurden nach (1) berechnet mit
der L1-Wellenlénge des GPS- bzw. GLONASS-Systems.
Eine normalverteilte zufillige Abweichung mit einer
Standardabweichung von 0,3 dB (also 10 % der maxi-

dSNR Amplitude [dB]
o

10 20 30 40
Elevation [°]

Abb. 5: Origindre 6SNR-Daten eines GPS-Satelliten

dSNR Amplitude [dB]
(e}

BT 20 30 40
Elevation [°]

Abb. 6: Simulierte 3SNR-Daten eines GPS-Satelliten
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malen Amplitude) wurde den simulierten 6SNR-Werten
zugeschlagen. Als Vergleich wurden die origindren und
die simulierten Daten fiir einen GPS-Satelliten in Abb. 5
und Abb. 6 fiir einen Elevationswinkel bis 40° dargestellt.
Offensichtlich zeigen die simulierten Daten keine Storef-
fekte wie z.B. in den origindren Daten bei einer Elevation
von ca. 13°. Fiir beide Datensitze wird fiir groBere Ele-
vationswinkel die Streuung der Daten im Verhiltnis zur
Amplitude recht groB. Es scheint daher angemessen, den
Elevationswinkel auf 25° zu begrenzen.

Die simulierten Daten wurden mit dem bereits erwdhn-
ten MATLAB-Skript prozessiert, wobei die Reflektorhche
als konstant angesetzt wurde und alle Beobachtungen als
gleichgewichtet angenommen wurden. Da die tatsdch-
liche Reflektorhohe tiber den gesamten Messzeitraum
variiert, wurden die Messungen in Zeitfenstern mit ei-
ner Dauer von 4 min berechnet. Insgesamt konnten fiir
diesen Tag 352 Zeitfenster ausgewertet werden. Fiir alle
Zeitfenster wurde das initiale Intervall fiir die Reflektor-
héhe entsprechend des gesamten reduzierten Bereiches
des Tidehubs zu 5,6 bis 6,2 m gesetzt.

Die Abb. 7 zeigt fiir das erste Zeitfenster die Werte der
Zielfunktion mit den zugehorigen analysierten Interval-
len. Das Minium der Zielfunktion bei 5,78 m wurde nach
der Analyse von zwei Intervallen gefunden. Bei Nutzung
eines LSP-Ansatzes wéren hierfiir 60 Auswertungen
von (4) notwendig gewesen.

Die Abb. 8 zeigt die resultierende Reflektorhohe zu-
sammen mit den Differenzen zur simulierten Reflektor-
hohe, die nur selten 5 cm liberschreiten. Das Histogramm
in Abb. 9 zeigt, dass die meisten Differenzen zwischen
-3cm und +3 cm liegen. Die zugehorige empirische
Standardabweichung liegt bei 1,8 cm. Beriicksichtigt
man, dass das verwendete Modell einer statischen Reflek-
torhohe auch fiir kurze Zeitfenster nur ndherungsweise
zutreffend ist, ist dieses Ergebnis vielversprechend.

5 Schlussbetrachtungen

Die Ergebnisse der hier dargestellten Untersuchung, bei
der ein einfacher Algorithmus zur globalen Optimierung
flir die Auswertung der simulierten Daten verwendet
wurde, zeigen, dass das Potenzial dieses Verfahrens recht
hoch und erfolgversprechend ist und weitere Entwicklun-
gen sinnvoll sind.

Es konnte fiir ein univariates Problem gezeigt werden,
dass die Bestimmung der Reflektorh6he aus SNR-Daten
grundsitzlich mittels globaler Optimierung, die auf der
Intervall-Analyse basiert, moglich ist. Die Anwendung
fir multivariate Probleme wird an anderer Stelle verof-
fentlicht. Besonders fiir diese multivariaten Probleme, bei
denen die Reflektorhdhe sich nicht statisch verhélt oder
auch aus nicht-ebenen Reflektoren resultiert, konnte die
globale Optimierung die Moglichkeit er6ffnen, ein pas-
sendes Hohenmodell zu verwenden. Mit der dann anstei-
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Abb. 7: Werte der Zielfunktion mit den analysierten Inter-
vallen fiir das erste Zeitfenster
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Abb. 9: Histogramm der Differenzen zur simulierten Re-
flektorhdhe
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genden Dimension des Optimierungsproblems wichst al-
lerdings auch der Berechnungsaufwand erheblich, sodass
die Verwendung von weiterentwickelten und angepassten
Optimierungsalgorithmen notwendig aber auch lohnens-
wert ist.

Die Daten wurden in kurzen zeitlichen Abschnitten
bearbeitet, weil nur so eine nidherungsweise statische
Reflektorhéhe angenommen werden kann. Fiir reale An-
wendungen geeignete Modelle miissen die Auswertung
auch fiir lingere Zeitabschnitte ermoglichen. Besonders
flir Gewéasser mit starkem Tideeinfluss wire der Ansatz
von Tideparametern wiinschenswert. Ein moglicher An-
satz konnte in der Anwendung einer sequentiellen Aus-
gleichung oder einer Kalman-Filterung bestehen.

Durch die Nutzung von simulierten Daten wurden ei-
nige systematische Effekte nicht beriicksichtigt, die in der
Realitit auftreten konnen. Neben anderen Einfliissen ha-
ben Wellen erhebliche Auswirkungen auf das Verhalten
der SNR-Werte. Roussel et al. (2015) haben gezeigt, dass
der Seegang zu moglichen hochfrequenten Variationen
der origindren SNR-Daten fithren kann. Moglicherweise
konnten auf dieser Grundlage die Bestimmung von See-
gangsparametern in die Modellierung der Reflektorhéhe
und die globale Optimierung integriert werden. Dazu sind
weitere Untersuchungen notwendig.
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