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Lenzmann L+E – Zur Lösung des nichtlinearen Gauß-Markov-Modells

Zusammenfassung
Die Lösung des nichtlinearen Gauß-Markov-Modells ist auf
zwei unterschiedlichen Wegen möglich; einmal dadurch, dass
man die nichtlinearen Funktionen vorab linearisiert und dann
im linearen Modell die Minimumsaufgabe der Methode der
kleinsten Quadrate löst. Der andere Weg ergibt sich, indem
man zuerst die Minimumsaufgabe löst und dann die Auf-
lösung des so erhaltenen nichtlinearen Gleichungssystems
numerisch vornimmt. Dieses Vorgehen stellt zudem mit der
Hesse-Matrix ein Mittel zur Verfügung, mit dem man die
Existenz eines lokalen Minimums überprüfen kann. Darüber
hinaus gewinnt man über die Hesse-Matrix einen Iterations-
algorithmus, der deutlich schneller konvergiert als der her-
kömmliche.

Summary
There are two different ways for solving problems of nonlinear
adjustment. In the f irst way, one linearizes all nonlinear func-
tions and solves the minimization problem of least squares for
this approximated, linear model. This usual procedure leads to
correct solutions for Gauß-Markov-Models. In this article, we
present an alternative way by taking into account the nonlin-
ear minimization problem without any previous linearizations.
The resulting nonlinear equations then are treated by numerics
leading to the correct solution within desired precision. In the
case of the Gauß-Markov-Model, our method incorporates the
computation of the Hessian, and we obtain an algorithm that
rapidly converges and provides a practical test for minima.

1 Einleitung

Die Auswertung der nichtlinearen Ausgleichungsproble-
me kann auf zwei unterschiedlichen Wegen vorgenom-
men werden. Beim Standardverfahren (vgl. z. B. Hel-
mert 1924, Wolf 1968, Höpcke 1980) linearisiert man zu-
nächst die nichtlinearen Funktionsgleichungen und löst
dann die Minimumsaufgabe der Methode der kleins-
ten Quadrate im linearen Modell. Diese Vorgehenswei-
se wird als Gauß-Newton-Verfahren bezeichnet. Auf
ähnlicher Grundlage basierend, ermöglicht auch der
Levenberg-Marquardt-Algorithmus die Lösung des nicht-
linearen Gauß-Markov-Modells. Obwohl beide Verfahren
auf Grund der Linearisierung der Beobachtungsgleichun-
gen streng genommen nur das lineare Ersatzproblem mi-
nimieren, führen sie dennoch auf iterativem Wege zur nu-
merisch exakten Lösung. Sie zählen zu den lokalen Opti-
mierungsverfahren (vgl. Mautz 2001).

Um das nichtlineare Gauß-Helmert-Modell und die
nichtlineare Ausgleichung bedingter Beobachtungen zu

lösen, wird in Lenzmann et al. (2004) ein anderer Weg
beschritten. Und zwar wird zunächst die Lösung der Mi-
nimumsaufgabe gemäß der Methode der kleinsten Qua-
drate vorgenommen und erst darauf mittels numeri-
scher Verfahren das so erhaltene nichtlineare Gleichungs-
system nach den gesuchten Schätzern aufgelöst. Die-
se Vorgehensweise wird hier auch auf das nichtlinea-
re Gauß-Markov-Modell angewendet. Dabei ergeben sich
einige – auch für die praktische Berechnung – nützliche
Erkenntnisse.

2 Die Minimumsaufgabe im
Gauß-Markov-Modell

Das Gauß-Markov-Modell wird in der Literatur auch als
die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen bezeich-
net. Dieser Ausgleichungsansatz spielt in der Praxis eine
überragende Rolle, weil er programmiertechnisch leicht
zu beherrschen ist und weil durch geschickte Wahl der
Unbekannten sich alle Ausgleichungsprobleme in dieser
Weise darstellen lassen. Zudem muss die Minimumsauf-
gabe nicht über den Umweg der Lagrange-Funktion for-
muliert werden. Wir wählen die Bezeichnungen in Anleh-
nung an die DIN 18 709, Teil 4. Mit ϕi als der Funktion,
die die i-te Beobachtung Li aus dem Unbekanntenvektor
X = (Xk) mit k = 1 . . . u berechnet, und mit vi als i-ter
Verbesserung lautet das Ausgleichungsmodell

Li + vi = ϕi(X), i = 1 . . . n. (1)

Hierbei ist n die Anzahl der Beobachtungen. Aus (1) erge-
ben sich die in vi linearen Verbesserungsgleichungen

vi = ϕi(X)− Li . (2)

Mit v = (vi) ist gemäß der Methode der kleinsten Qua-
drate die Funktion

Ω := vTQ−1v = (ϕ(X) − L)TQ−1(ϕ(X)− L). (3)

zu minimieren. Hierbei gilt ϕ = (ϕi), und Q−1 ist die
symmetrische Gewichtsmatrix zu L. Mit der Jacobimatrix
(Modellmatrix)

A :=
∂ϕ(X)

∂X
(4)

lautet das Gleichungssystem, das der Minimierer X̂ erfül-
len muss, wie folgt:

∂Ω

∂X
= 2ATQ−1(ϕ(X̂)− L) = 0. (5)
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Die symmetrische Hesse-Matrix mit

H :=
∂2Ω

∂X2 (6)

erlaubt zu überprüfen, ob das nichtlineare Gleichungs-
system (5) ein lokales Minimum beschreibt. Bei nichtli-
nearen Funktionen gibt es leider kein allgemeingültiges
Kriterium, um ein globales Minimum nachzuweisen. Al-
lerdings ist im Falle der Konvexität der Funktion Ω ein
lokales Minimum zugleich das globale Minimum von Ω.
Ein numerisches Verfahren zur Bestimmung eines globa-
len Optimums wird in Xu (2003) angegeben.

3 Numerische Lösung

Bei der numerischen Auflösung des exakten Gleichungs-
systems (5) wird man im Allgemeinen iterativ vorgehen
müssen. Hier werden zwei Wege beschrieben, die man be-
schreiten kann.

3.1 Lösung mittels Approximation von ϕ(X)

Im Folgenden sei die Anwendung des Newton-Verfahrens
aufϕ(X) in der Bestimmungsgleichung (5) dargelegt. Wir
bezeichnen die Ergebnisse der j-ten Iteration mit X( j). Als
Startwerte X(0) nimmt man Näherungswerte. Die Jacobi-
matrix an der Stelle X( j) sei A( j). Das Newton-Verfahren
(vgl. z. B. Bronstein et al. (1993), S. 608) schreibt für ϕ(X)
folgende lineare Approximation vor:

A( j) · (X( j+1) − X( j)) +ϕ(X( j)) = 0. (7)

Mit dem gekürzten Beobachtungsvektor (vgl. DIN 18 709,
Teil 4)

−l( j) = ϕ(X( j)) − L (8)

gewinnt man auf Grund von (7) aus (5) das geläufige li-
neare Gleichungssystem

(A( j))TQ−1A( j) · (X( j+1) − X( j))

−(A( j))TQ−1 · l( j) = 0 (9)

zur Iteration des Unbekanntenvektors X̂.

3.2 Lösung mittels Approximation von ∂Ω/∂X

Der zweite Lösungsweg ergibt sich, indem man das
Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung auf die Be-
stimmungsgleichung (5) direkt anwendet. Die lineare Ap-
proximation lautet dann an der Stelle X( j)

∂2Ω

∂X2

���
X=X( j)

· (X( j+1) − X( j)) +
∂Ω

∂X

���
X=X( j)

= 0. (10)

Mit der Jacobimatrix A( j) zu ϕ(X) und der symme-
trischen Hesse-Matrix H( j) zu Ω – beide an der Stelle
X( j) –, der Bestimmungsgleichung (5) und dem gekürzten
Beobachtungsvektor (8) gewinnt man daraus den Itera-
tionsalgorithmus für X̂ zu

H( j) · (X( j+1) − X( j))− 2(A( j))TQ−1 · l( j) = 0. (11)

4 Beispiel

Wir wählen das Zahlenbeispiel aus Lenzmann et al.
(2004), um zu demonstrieren, dass man das Gauß-
Markov-Modell nicht nur auf die herkömmliche Weise
mittels Normalgleichungsmatrix numerisch lösen kann.
Man gewinnt mit Hilfe der Hesse-Matrix einen schnel-
ler konvergierenden Algorithmus. Die im Konvergenz-
punkt positiv definite Hesse-Matrix ist zudem ein Be-
weis dafür, dass dort zumindest ein lokales Minimum vor-
liegt. Es handelt sich bei diesem Beispiel um eine Parabel
durch den Nullpunkt, bei der an zwei Stellen gleich ge-
naue Ordinaten- und Abszissenwerte gemessen wurden.
Mit den Unbekannten a, x1 und x2 lauten die Funktionen
ϕi (i = 1 . . . 4), nach denen die Beobachtungen li berech-
net werden,

ϕ1 = x1, ϕ2 = x2, ϕ3 = ax2
1, ϕ4 = ax2

2, (12)

und das System der Verbesserungsgleichungen mit den
Verbesserungen vi gewinnt die Gestalt

v1 = x1 − l1, v2 = x2 − l2,

v3 = ax2
1 − l3, v4 = ax2

2 − l4. (13)

Der Vektor der gleichgewichteten Beobachtungen ist

LT =
�

2.5 4.0 4.8 5.0
�

. (14)

Gemäß der Forderung der Methode der kleinsten Quadrate
ist zur Bestimmung der Schätzer die Funktion Ω = vTv
aus (3) zu minimieren. Die Jacobimatrix (Modellmatrix)
A zu ϕ = (ϕi) und die Normalgleichungsmatrix ATA
lauten

A =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0
0 0 1
x2

1 2ax1 0
x2

2 0 2ax2

⎤
⎥⎥⎦ (15)

und

ATA =

⎡
⎣

x4
1 + x4

2 2ax3
1 2ax3

2
2ax3

1 1 + 4a2x2
1 0

2ax3
2 0 1 + 4a2x2

2

⎤
⎦ . (16)

Wie die Berechnung zeigt, ist die Hesse-Matrix von Ω in
diesem Beispiel gegeben durch

H = 2ATA + 2
4

∑
i=1

viHi , (17)
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wobei Hi die Hesse-Matrix der jeweiligen Funktion ϕi ist.
Explizit erhält man in unserem Fall

H = 2

⎡
⎢⎣

x4
1 + x4

2 2ax3
1 + v32x1 2ax3

2 + v42x2

2ax3
1 + v32x1 1 + 4a2x2

1 + v32a 0
2ax3

2 + v42x2 0 1 + 4a2x2
2 + v42a

⎤
⎥⎦ .

(18)

Mit den Startwerten a0 = 0.5; x0
1 = 2.5; x0

2 = 4.0 und
v0

i = 0.0 gewinnt man über den herkömmlichen Algo-
rithmus mittels Normalgleichungsmatrix gemäß (9) nach
15 Iterationen das numerisch auf 15 Stellen stabile End-
ergebnis. Über (11) ergibt sich mit Hilfe der Hesse-Matrix
bereits nach sechs Iterationen dasselbe Endergebnis. Zur
Reduktion wird das Cholesky-Verfahren benutzt, das ei-
ne positiv definite Matrix H notwendig voraussetzt. Die
erfolgreiche Berechnung ist deshalb zugleich ein Beleg
dafür, dass es sich im Konvergenzpunkt zumindest um
ein lokales Minimum handelt. Für die Unbekannten er-
hält man die folgenden Schätzwerte:

â = 0.456218634812259;

x̂1 = 3.16489918245210;

x̂2 = 3.37683009883002. (19)

5 Schlussbemerkung

In aller Regel wird in den Lehrbüchern für alle Formen
nichtlinearer Ausgleichungsaufgaben der Weg über das
Vorablinearisieren der Bedingungs- bzw. Beobachtungs-
gleichungen gewählt. Im Falle vermittelnder Beobachtun-
gen (Gauß-Markov-Modell) gewinnt man so einen Iterati-
onsalgorithmus, mit dem man das korrekte Zahlenergeb-
nis beliebig genau berechnen kann. Für die Ausgleichung
bedingter Beobachtungen und den Allgemeinfall der Aus-
gleichungsrechnung (Gauß-Helmert-Modell) ist das nicht
möglich, wenn man die in den Lehrbüchern geläufige Li-
nearisierung wählt. Das Standardverfahren vernachläs-
sigt nämlich höhere als die erste Potenz der Verbesserun-
gen v (vgl. Helmert 1924, S. 248). Eine Linearisierung, wie
sie in Lenzmann et al. (2004) angegeben wird, führt aller-
dings ebenfalls zum korrekten Ergebnis (vgl. auch Kupfe-
rer 2005 und Lenzmann et al. 2005).

In diesem Beitrag wird zunächst die Minimumsaufgabe
nach der Methode der kleinsten Quadrate streng gelöst,
und zwar ohne das Hilfsmittel der Linearisierung. Für
die Berechnung der Zahlenergebnisse wird ein Verfahren
der numerischen Mathematik notwendig. Das ist z. B. das
Newton-Verfahren. Dieser Weg führt bei entsprechendem
Vorgehen direkt zu dem bekannten Iterationsverfahren

für das Gauß-Markov-Modell. Er kann aber auch so auf-
bereitet werden, dass er einen deutlich schneller konver-
gierenden Lösungsalgorithmus ermöglicht und quasi ne-
benbei den Nachweis des lokalen Minimums erlaubt. Die
schnellere Konvergenz wird durch den zusätzlichen Auf-
wand zur Ermittlung der Hesse-Matrix erkauft. Allerdings
deutet sich bereits im dargelegten Zahlenbeispiel an, dass
man die Hesse-Matrix durch die Normalgleichungsmatrix
zuzüglich additiver Terme für die Berechnung aufbereiten
kann (vgl. (17)). Es werden also erheblich mehr Summati-
onsschritte notwendig sein als beim herkömmlichen Ver-
fahren; im Gegenzug ergeben sich aber deutlich weniger
Iterationen, und man erspart sich somit eine entsprechen-
de Anzahl von rechenaufwändigen Inversionen.
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