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MaBe fiir die Genauigkeit und Zuverlassigkeit der
geschatzten Parameter in der Ausgleichung

Guido Pieper

Zusammenfassung

Die in der Ausgleichungsrechnung ermittelten Standardab-
weichungen der geschdtzten Parameter sind allein abhdn-
gig von der Beobachtungsanordnung (Netzgeometrie), der be-
kannten Gewichtsmatrix und einem unbekannten gemeinsa-
men Faktor (Standardabweichung der Gewichtseinheit). Mit
der vorgestellten Methode kann auf einfache Weise fiir jeden
Parameter eine Standardabweichung berechnet werden, die
von den Residuen der ihn bestimmenden Beobachtungen ab-
hangt. AuBerdem wird ein MaB abgeleitet, mit dem der még-
liche Einfluss von AusreiBern auf die Parameter abgeschatzt
werden kann.

Summary

The parameter estimation provides a method to calculate the
standard deviation of the estimated parameters depending on
the known relations between the observations and the para-
meters, the known weight matrix of the observations and an
unknown variance factor. A method is presented to easily cal-
culate a standard deviation for each parameter which depends
on the residuals of the observations defining it. Also the in-
fluence of outliers on the estimated parameters is evaluated.

1 Einfiihrung

In der Ausgleichungsrechnung werden neben den eigent-
lichen unbekannten Parametern auch deren Standard-
abweichungen und Korrelationen ermittelt. Die Kovari-
anzmatrix der geschétzten Parameter, aus der die Stan-
dardabweichungen und Korrelationen abgeleitet werden,
wird nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz aus der Kova-
rianzmatrix der Beobachtungen berechnet, die sich aus
einer als bekannt vorausgesetzten Matrix (Inverse der Ge-
wichtsmatrix) und einem unbekannten Faktor (Varianz
der Gewichtseinheit) zusammensetzt. Um die Kovarianz-
matrix der Schiatzwerte zu berechnen, wird auBBer der Ko-
varianzmatrix der Beobachtungen lediglich die Koeffi-
zientenmatrix benétigt, in der sich die Beobachtungsan-
ordnung oder Netzgeometrie niederschlagt. Dies bedeu-
tet, dass die Kovarianzmatrix der Schiatzwerte (bis auf die
unbekannte Varianz der Gewichtseinheit) ohne Messung
allein aufgrund der bekannten Messanordnung und da-
mit schon vor der eigentlichen Messung bestimmt wer-
den kann. Zur endgiiltigen Berechnung der Standard-
abweichungen der Schitzwerte wird noch die Varianz der
Gewichtseinheit benétigt, die a-priori bekannt sein kann
oder aus der Quadratsumme der Residuen geschitzt wer-
den kann.

Die so berechneten Standardabweichungen sind ein
MaB fiir die Genauigkeit der Schitzwerte, falls die im

Modell angenommenen Standardabweichungen der Be-
obachtungen richtig sind. Es kann jedoch auch vorkom-
men, dass z.B. bei der Messung von Lagenetzen die Be-
obachtungen in einzelnen Punkten oder in einem Teil-
bereich des Netzes besonders genau oder besonders un-
genau sind, und dass dies wegen fehlender Vorinforma-
tionen nicht in der Gewichtsmatrix der Beobachtungen
beriicksichtigt werden kann. Die Residuen der Beobach-
tungen zu den betreffenden Punkten sind dann besonders
klein oder besonders grof. Dies schlidgt sich jedoch nicht
in den Standardabweichungen der geschitzten Koordina-
ten nieder, da zur Berechnung der Kovarianzmatrix der
Schitzwerte nicht die einzelnen Residuen, sondern nur
ihre Quadratsumme benotigt wird.

Ein moéglicher Ansatz zur Modellierung von unbekann-
ten Standardabweichungen oder Gewichten der Beobach-
tung ist die Schitzung von Varianzkomponenten (Koch
1997). Um einen geeigneten Ansatz fiir die Schétzung der
Varianzkomponenten zu wihlen, sind jedoch Vorinfor-
mationen notig. Die Berechnung der lokalen Standard-
abweichung der Punktlage, die z. B. bei der Ausgleichung
von Lagenetzen in der Landesvermessung bestimmt wird
(Forstner 1979), kommt dagegen ohne Vorinformationen
aus, ist jedoch nicht immer sehr aussagekriftig, wie noch
gezeigt wird.

Neben der Genauigkeit der geschétzten Parameter kann
auch die Zuverlidssigkeit der Beobachtungen und der ge-
schétzten Parameter untersucht werden. Mit Zuverl&ssig-
keit wird die Fahigkeit einer Parameterschitzung bezeich-
net, grobe Fehler aufzudecken. Als MaB fiir die innere Zu-
verldssigkeit dient der durch einen Ausreiertest zu ent-
deckende AusreiBer in einer Beobachtung. Die duBlere Zu-
verlassigkeit gibt dagegen den Einfluss eines AusreiBers
auf die unbekannten Parameter an (Baarda 1968, Koch
1997).

In der Praxis werden oft nur die Kontrolliertheit der
Beobachtungen angegeben und ZuverlissigkeitsmaBe fiir
die Beobachtungen berechnet. Auch der Einfluss eines
Messwertes auf die Punktlage (VPErl 1996) ist ein be-
obachtungsbezogenes MaB. Aus diesen beobachtungs-
bezogenen MaBen ist jedoch nicht ersichtlich, wie sich
mogliche Ausreifier auf die Schétzwerte der unbekannten
Parameter auswirken. Einzelne Parameter kénnen auch
dann zuverldssig bestimmt sein, wenn einzelne Beobach-
tungen nur schlecht kontrolliert sind. Dies ist der Fall,
wenn der Einfluss der unkontrollierten Beobachtungen
auf diese Parameter gering ist. Besonders bei einer kom-
plexen Messanordnung ist jedoch nicht unmittelbar er-
kennbar, ob ein moglicher Ausreiler in einer bestimm-
ten Beobachtung die Schitzwerte aller Parameter oder nur
einzelner Parameter verfilschen kann.
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Wird z.B. ein Neupunkt einfach polar aufgenommen,
dann schligt sich ein Ausreifier nur in den Koordinaten
dieses Punktes nieder. Wenn jedoch die Anschlussrich-
tung bei einer Polaraufnahme nicht kontrolliert ist, wer-
den bei einem AusreiBer in dieser Richtung alle Neupunk-
te falsch koordiniert. Wird nur die Zuverléssigkeit der Be-
obachtungen betrachtet, kann dies leicht {ibersehen wer-
den, denn im zweiten Fall kénnen die Beobachtungen zur
Bestimmung der Neupunkte durch Messungen zwischen
diesen Punkten gut kontrolliert sein.

Das in Forstner (1979) und Koch (1997) angegebene
MaB fiir die duBere Genauigkeit erlaubt die Untersuchung
moglicher AusreiBer in jeder einzelnen Beobachtung auf
die unbekannten Parameter oder Funktionen dieser Para-
meter. Im Gegensatz dazu wird hier eine Methode vor-
gestellt, um den Einfluss von mdéglichen AusreiBern auf
die unbekannten Parameter in ihrer Summe abzuschétzen
und in einem Wert pro Parameter zusammenzufassen.

2 Berechnung von Standardabweichungen

Fiir die folgenden Betrachtungen werden unabhingige
Beobachtungen angenommen, so dass man das GauB-
Markoff-Modell

XB =E(y)

mit D(y):o"zP’1 und P = diag(py,...,pn) (1)

erhilt. Hierin ist X die n x u Koeffizientenmatrix, f3
der u x 1 Vektor der unbekannten Parameter, y der
n x 1 Vektor der Beobachtungen, P die n X n Gewichts-
matrix und o die Varianz der Gewichtseinheit. Zunichst
wird vorausgesetzt, dass die Koeffizientenmatrix X vollen
Spaltenrang besitzt (rgX = u). Nach Koch (1997) ergeben
sich dann die Schéitzwerte der Parameter 3 und der Resi-
duen e sowie deren Kovarianzmatrizen aus:

B = (X'PX)"'X'Py, )
D(B) = o2(X'PX)7! (3)
¢ = XB—y, (4)
D(é) = o*(P! - X(X'PX)"1X), (5)
62 = éPé/(n—u), (6)
H = X(X'PX)"'X'P, (7)
ri = (I—H);. (8)

Die Diagonalelemente »; der Matrix I — H, wobei I die
Einheitsmatrix ist, werden als Redundanzanteile bezeich-
net, fiir die 0 < »; < 1 gilt, wenn die Gewichtsmatrix P
eine Diagonalmatrix ist (Koch 1997).

Nun soll untersucht werden, welchen Einfluss eine An-
derung der Beobachtungen auf die Parameter hat. Da die
geschitzten Parameter nach (2) eine lineare Funktion der
Beobachtungen y sind, fiihrt eine Anderung der Beobach-
tungen um 4y zu einer Anderung der Parameter um

5B = (X'PX)"'X'Psy. (9)
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Um die Anderung einer einzelnen Beobachtung auf die
geschitzten Parameter zu betrachten, wird

5y = 5y(i)
mit 5y # 0
und 5]/(1) =0 fur j#i (10)

gesetzt. Damit ergibt sich:
58" = (x'Px)"1x'PoyD). (11)

Jede Beobachtungsinderung kann also eine Anderung
jedes einzelnen Parameters bewirken. Das k-te Element

5ﬁ]({i) dieses Vektors ist die Anderung des Schitzwertes des
Parameters By, die durch eine Anderung der Beobachtung

Y; um 5}/51) bewirkt wird. Um die mogliche Anderung der
geschitzten Parameter durch alle Beobachtungen abzu-
schitzen, wird die folgende Summe gebildet:

n .
— Z‘Sé(l)éﬁ(l)/
i=1
= 3 (X'PX)"'x'Psy 5y PX
i=1
(xX'Px)!

= (X'PX)"'X'P (253/ sy )PX

(xX'Px)!
= (X'PX)"'X'PVPX(X'PX)"!
3 sy sy’
i=1
. 1

= diag((5y{")%, ..., (5y4")?). (12)
Die Matrix Q enthilt auf der Diagonalen die Quadrat-
summe der Anderungen der einzelnen Schitzwerte, die

durch Anderungen der einzelnen Beobachtungen verur-
sacht werden. Setzt man in (10)

sy’ =1//pi, (13)
ergibt sich mit V = diag(1/py,...,1/ps) = P71
Q = (X'PX)"'X'PVPX(X'PX)"!

= (X'Px)" L. (14)

Diese Matrix ist bis auf den Faktor o mit der Kovarianz-
matrix D(B) in (3) identisch. Die nach (12) berechnete
Matrix lasst sich daher bei entsprechender Beriicksichti-
gung des Faktors o2 als Kovarianzmatrix interpretieren.
Diese Eigenschaft der Matrix Q ldsst sich auch dann
ableiten, wenn die Koeffizientenmatrix X nicht vollen
Rang besitzt. Statt der Inversen (X’PX)~! ist dann eine
generalisierte Inverse (X' PX), einzufiihren (Koch 1997).
Im GauB-Markoff-Modell mit nicht vollem Rang sind je-
doch die Schitzwerte der unbekannten Parameter und de-
ren Standardabweichungen nicht eindeutig, was bei der
Beurteilung der berechneten Werte zu beriicksichtigen ist.
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Wenn fiir 5}/50 ein anderer Wert als in (13) gewihlt
wird, konnen damit Kovarianzmatrizen mit unterschied-
lichen Eigenschaften abgeleitet werden, wie in den beiden
nichsten Abschnitten gezeigt wird.

Die Formeln zur Berechnung der Kovarianzmatrix (12)
sind einfach zu programmieren. Der Rechenaufwand ist
jedoch etwa so hoch wie fiir eine Iteration zur Berechnung
der Schitzwerte (2) selbst und deren Kovarianzmatrix (3).
AuBerdem wird fiir die Berechnung die vollstindige In-
verse der Normalgleichungsmatrix benétigt.

3 Berechnung von lokalen GenauigkeitsmaB3en

Wie bereits erldutert, konnen z.B. bei der Messung von
Lagenetzen die Residuen in einem Teil des Netzes beson-
ders klein oder besonders groB sein, wenn die entspre-
chenden Beobachtungen besonders genau oder besonders
ungenau sind. Falls dies nicht bereits in der Gewichts-
matrix P der Beobachtungen beriicksichtigt wird, schlagt
sich dies jedoch nicht in den Standardabweichungen der
Koordinaten nieder. Um die Auswirkung der tatsdchlich
ermittelten Residuen auf die einzelnen Koordinaten zu
untersuchen, setzt man

sy\) =&/ /7. (15)

Die nach (12) und (15) berechnete Matrix Q ist abhidngig

von den tatsdchlichen Residuen. Daher wird der Erwar-

tungswert E(Q) gebildet:
V = diag(&2/r,...

E(é) = E(XB—y)

= (X(X'PX)"'X'P - 1)E(y)
(X(X'PX)"'X'P-1)XB

L3 /n), (16)

= o, (17)
D(é) = o*(P7' - X(X'PX)"'X)

= ¢*(I-H)P !, (18)
V() = crzri/pl- (da P Diagonalmatrix), (19)
E@7) = V(&) + (E(&))

= o%ri/pi, (20)
E(V) = diag(E(&/r1), ..., E(&;/m))

= diag((0®r1/p1)/r1,- -, (6% 1u/pn) [ 1n)

= o’diag(1/p1,...,1/pn)

= ¢?p! (21)
und schlieBlich:
E(Q) = (X'PX) 'X'PE(V)PX(X'PX)~!

= (X'PX)"'X'P(c’P 1 PX(X'PX) !

= o2(X'Px)!

= D(B). (22)

Der Erwartungswert von Q ist die Kovarianzmatrix der
geschitzten Parameter. Die nach (12) und (15) aus den

tatsachlichen Residuen berechnete Matrix Q enthélt al-
so gendherte Varianzen und Kovarianzen der geschétz-
ten Parameter. Sie muss nicht mehr mit dem Faktor o>
multipliziert werden. Anders als in (3) werden die einzel-
nen Varianzen und Kovarianzen der Parameter jedoch aus
den Residuen der jeweils bestimmenden Beobachtungen
berechnet, so dass man fiir jeden Parameter ein lokales
GenauigkeitsmaB erhilt. Die aus dieser Matrix berechne-
ten Standardabweichungen werden im Folgenden daher
als lokale Standardabweichungen bezeichnet. Wenn kei-
ne Vorinformationen dariiber bekannt sind, dass in einem
Teilbereich eines Netzes die Beobachtungen besonders ge-
nau oder besonders ungenau sind und dies daher nicht in
der Gewichtsmatrix beriicksichtigt werden kann, konnen
mit dieser Methode auf einfache Weise fiir jeden Punkt
lokale Standardabweichungen bestimmt werden.

Probleme bei der Berechnung ergeben sich, wenn ein-
zelne Beobachtungen nicht kontrolliert sind. Dann ist
r; = 0 (und damit auch & = 0), so dass 5%@ in (15)
nicht berechnet werden kann. Dies liegt daran, dass aus
nicht redundanten Beobachtungen keine Standardabwei-
chungen geschitzt werden konnen. Um trotzdem die Ko-
varianzmatrix Q berechnen zu kénnen, kann das entspre-
chende Element in V gleich 0 gesetzt werden. Zur Be-
rechnung von Q werden dann nur die redundanten Be-
obachtungen genutzt. Damit bleibt jedoch ein moéglicher
Einfluss der unkontrollierten Beobachtungen auf die ge-
schitzten Parameter unberiicksichtigt. Bei diesem Vorge-
hen konnen kleine Werte in Q bedeuten, dass die ent-
sprechenden Parameter besonders genau bestimmt wur-
den oder dass die sie bestimmenden Beobachtungen nicht
kontrolliert sind. Zur Unterscheidung dieser Fille ist da-
her zu untersuchen, ob einzelne Beobachtungen unkon-
trolliert sind und auf welche Parameter sich diese unkon-
trollierten Beobachtungen auswirken.

4 Einfluss von Ausrei8ern

Bei AusreiBertests wird die normierte Verbesserung
¢;/(6+/ri/p;) (TestgroBe) mit einer Konstanten c¢ (kriti-
scher Wert) verglichen. Ist der Betrag der normierten Ver-
besserung groBer als diese Konstante, wird ein Ausreier
in der Beobachtung y; vermutet und diese Beobachtung
aus der Ausgleichung ausgeschlossen. Der Schitzwert des
AusreiBers ist dann VAyi = —¢;/r; (Koch 1997, Forstner
1979). Bei diesem Test wird ein Ausreier nicht erkannt,
wenn |é;| < c¢6&+/r;/p; ist. Fir den Schitzwert des nicht
erkannten AusreiBers gilt dann |Vy;| < c6/,/7ip;.

Um die Auswirkung von AusreiBern, die beim Ausrei-
Bertest nicht erkannt werden, auf die geschétzten Para-
meter abzuschitzen, wird daher

5%(1) =1/\/7ipi (23)
gesetzt, wobei der fiir alle Beobachtungen gleiche Faktor
¢ 6 zunichst weggelassen wird. Damit ergibt sich

V =diag(1/(r1p1),--.,1/(rupn))- (24)
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Mit dieser Matrix V kann wieder die Kovarianzmatrix
Q nach (12) berechnet werden. Bei unkontrollierten Be-
obachtungen ist die Berechnung von (23) nicht méglich,
da dann r; = 0 ist. Um trotzdem die Kovarianzmatrix Q
berechnen zu kénnen und auch den Einfluss unkontrol-
lierter Beobachtungen auf die unbekannten Parameter zu
beriicksichtigen, kann fiir r; < €2 der Wert 1 /\/€2p; in
(23) eingesetzt werden. Der Wert 2 sollte so gewihlt wer-
den, dass sich der Einfluss von unkontrollierten Beobach-
tungen deutlich vom Einfluss der kontrollierten Beobach-
tungen unterscheidet (z.B. 2 =1 / 1002). Im Beispiel in
Abschnitt 5.3 wird etwas niher auf die Wahl von &2 ein-
gegangen.

Ein Vergleich der mit (23) berechneten Matrix Q und
der inversen Normalgleichungsmatrix (X'PX)~! gibt
Aufschluss dariiber, wie gut einzelne Parameter kontrol-
liert sind. Ein MaB fiir die Kontrolliertheit eines Parame-
ters ist das Verhiltnis

ki = (X'PX);'/Q; = 6*(X'PX);;' /67 Q. (25)

Der Wert k; kann dhnlich wie der Redundanzanteil einer
Beobachtung interpretiert werden, wie die folgende Uber-
legung zeigt: Sind die Redundanzanteile aller Beobach-
tungen gleich (r; = 7), erhilt man V = (1/?)P’1 und
damit Q = (1/7)(X’PX)~! und schlieBlich k; = 7. Aus
dem Vergleich von (13) und (23) folgt fiir die Diagonal-
elemente Q;; > (X’PX)#, so dass 0 < k; < 1 gilt. Je
niher k; bei 1 liegt, desto besser sind die Beobachtungen
zur Bestimmung des Parameters [3; und damit auch dieser
Parameter kontrolliert.

Mit Hilfe der nach (12) und (23) berechneten Matrix
Q kann auch der maximale Einfluss von nicht erkannten
Ausreiflern auf die unbekannten Parameter abgeschitzt
werden. Dazu werden die aus der Matrix Q berechne-
ten Standardabweichungen mit den Werten fiir ¢ und &,
mit denen der AusreiBertest durchgefiihrt wurde, multi-
pliziert.

Zur Berechnung der Matrix Q werden keine Beobach-
tungen bendtigt, so dass sie bereits vor der eigentlichen
Messung aufgrund der geplanten Beobachtungsanord-
nung bestimmt werden kann. Damit ist eine Beurteilung
und eventuell Verbesserung der Beobachtungsanordnung
vor der eigentlichen Messung méglich.

Im GauB-Markoff-Modell mit nicht vollem Rang ist
die oben beschriebene Beurteilung der Kontrolliertheit der
geschitzten Parameter nicht ohne weiteres moglich. Zur
Beseitigung des Rangdefekts werden in der Regel Restrik-
tionen eingefiihrt. Die geschitzten Parameter und deren
Standardabweichungen sind abhingig von den gewdhl-
ten Restriktionen. Wird bei einer freien Netzausgleichung
auf alle Punkte aufgefeldert und befinden sich unkontrol-
lierte Punkte darunter, wirken sich Anderungen in den
Beobachtungen zur Bestimmung dieser Punkte auf die La-
gerung des Netzes und damit auf die Koordinaten aller
Punkte aus. Das Verhiltnis k; in (25) ist deshalb fiir alle
Punkte sehr klein, so dass scheinbar alle Punkte unkon-
trolliert sind. Wenn dieses Verhiltnis im GauB-Markoff-
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Modell mit nicht vollem Rang zur Beurteilung der Kon-
trolliertheit der Parameter benutzt werden soll, miissen
die Restriktionen daher so gewiahlt werden, dass dieser
Einfluss ausgeschaltet wird. Dies bedeutet bei der freien
Netzausgleichung, dass nicht auf die eindeutig bestimm-
ten Punkte aufgefeldert werden darf.

5 Beispiele

5.1 Vergleich mit der lokalen Standardabweichung
der Punktlage

Bei der Berechnung der lokalen Standardabweichung der
Punktlage (O'p].,lak) wird die fiir die gesamte Kovarianz-
matrix in (3) einheitliche Varianz der Gewichtseinheit, die
nach (6) geschitzt wird, durch eine fiir jeden einzelnen
Punkt berechnete Varianz ersetzt. Diese fiir jeden einzel-
nen Punkt P; berechnete Varianz

"]2 = Zplélz/Zrl (26)
1 1

wird aus den Residuen derjenigen Beobachtungen y; be-
rechnet, die diesen Punkt betreffen, und dann mit den
entsprechenden Elementen der Matrix (X’PX)~! multi-
pliziert (Forstner 1979). Die so ermittelte Standardabwei-
chung wird in der Landesvermessung als lokales Genau-
igkeitsmaf der Punktlage benutzt.

Der Unterschied zu der nach (12) und (15) bestimm-
ten lokalen Standardabweichung soll anhand eines ein-
fachen Nivellements erldutert werden. Vom Festpunkt Py
mit der Héhe Hy = 0 wird zum Neupunkt P4 und dann
zum Neupunkt Pg mit den Héhen H4 und Hp nivel-
liert. Die Hohendifferenzen werden doppelt gemessen und
sind gleich genau. Die Beobachtungsgleichungen und die
daraus berechneten Kovarianzen ergeben sich dann zu:

10
10 H

Ety) = | .14 (H;‘), 27)
11

D D A2 A2
aoa e tést+e; (1/2 1)2

2 22 2 2
Q = 1 /é+6é é1 +¢é5 , (29)
2\ &+6 Hg+e+e5+6
> Z+ei+8+e63 1
Oppok = =5 "3 (30)
) D
2 e3teg

Die nach (12) und (15) berechnete Standardabweichung
der Hohe des Punktes P4 (s. Qq; in (29)) héingt allein
von den Residuen der ersten beiden Beobachtungen, d. h.
den Nivellements von Py nach P4, ab, da die Hohe des
Punktes P4 durch diese beiden Messungen bestimmt wird.
Die beiden weiteren Messungen tragen nichts zur Bestim-
mung des Punktes P4 bei. Bei der Standardabweichung
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der Hohe des Punktes Pg (s. Q,, in (29)) kommt zusétz-
lich noch ein Anteil aus den Residuen der beiden anderen
Messungen hinzu, da diese Hohe von der Héhe des Punk-
tes P4 und von den beiden weiteren Messungen abhingt.

Bei der Berechnung der lokalen Standardabweichung
nach (3) und (26) werden die Residuen aller Beobachtun-
gen benutzt, die den Punkt betreffen. Daher werden die
Residuen der Hohendifferenzen zwischen den Punkten Py
und Py zur Berechnung der lokalen Standardabweichung
der Héhe H4 (s. (30)) verwendet, obwohl sie nichts zur
Bestimmung dieser Hohe beitragen. Umgekehrt werden
die Residuen der ersten beiden Beobachtungen nicht zur
Berechnung der lokalen Standardabweichung der Hohe
Hg (s. (31)) verwendet, da die H6he Hg nicht in den ersten
beiden Beobachtungsgleichungen vorkommt. Es wird al-
so nicht unterschieden, ob eine Beobachtung zur Bestim-
mung eines Parameters beitrigt oder ob die Beobachtung
in Verbindung mit diesem Parameter zur Bestimmung ei-
nes anderen Parameters dient. Dies liegt daran, dass an-
hand der einzelnen Beobachtungsgleichungen nicht be-
urteilt werden kann, ob eine Beobachtung zur Bestim-
mung eines Parameters beitrigt. Z.B. konnten die Mes-
sungen der Hohendifferenz zwischen den Punkten P4 und
Pg auch zur Bestimmung der Héhe H,4 beitragen, wenn
vom Punkt Pg noch zu einem weiteren Festpunkt nivel-
liert wiirde. Anschlussmessungen haben nur dann einen
Einfluss auf die lokale Standardabweichung von Neu-
punkten, wenn sie direkt zwischen dem Anschlusspunkt
und dem Neupunkt gemessen werden.

AuBerdem werden bei der Berechnung der lokalen
Standardabweichung nach (12) und (15) Korrelationen
zwischen den einzelnen Parametern bestimmt, was bei
der Berechnung der lokalen Standardabweichung nach (3)
und (26) nicht moglich ist.

5.2 GenauigkeitsmaBe in einem Streckennetz

Am Beispiel eines kleinen Streckennetzes (s. Abb. 1) wer-
den verschiedene GenauigkeitsmaBe berechnet und die
Ergebnisse diskutiert.

Tab. 1: Beobachtungen im Streckennetz

1 cm (Standardabweichungen)
Standardabweichung
lokale Standardabweichung der Punktlage

Standardabweichung aus bestimmenden Residuen

Abb. 1: Streckennetz mit zwei Neupunkten

Von den Festpunkten 1 bis 5 sind jeweils Strecken zu
den Neupunkten 6 und 7 gemessen worden. Die gemes-
senen Strecken, die Residuen und die Redundanzanteile
sind in Tab. 1 und die Standardabweichungen der berech-
neten Koordinaten in Tab. 2 angegeben.

Die nach (3) und (6) berechneten Standardabweichun-
gen sind wegen der symmetrischen Messungsanordnung
bei beiden Punkten gleich. Die unterschiedlich groBen Re-
siduen der Streckenmessungen zu Punkt 6 und zu Punkt 7
haben keinen Einfluss auf diese Standardabweichungen.

Die lokale Standardabweichung der Punktlage wird ge-
wohnlich nicht fir die einzelnen Koordinaten, sondern
nur fiir die Lage eines Punktes berechnet (VPErl 1996). In
Tab. 2 sind deshalb nicht die Werte fiir die einzelnen Ko-
ordinaten angegeben. Da nur die Varianz in (3) fir jeden
Punkt einzeln bestimmt und mit den entsprechenden Ele-
menten in (X’PX)~! multipliziert wird, dndert sich nur
die Gr6Be und nicht die Form und Richtung der in Abb. 1
dargestellten Ellipsen.

Bei der Berechnung der Standardabweichung nach (12)
und (15) wird dagegen fiir jeden einzelnen Parameter die
Standardabweichung neu berechnet. Daher haben die ent-
sprechenden Ellipsen in Abb. 1 nicht nur andere Gro-
Ben, sondern auch andere Richtungen und Formen. In ih-

Tab. 2: Standardabweichungen im Streckennetz

Strecke yi éi ri Punkt &Lage &RW OA'HW a’max OA'min tmax
(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) | (gon)

1-6 30.000 -0.000 0.54 Standardabweichung nach (3) und (6)
2-6 104.395 0.009 0.72 0.017 | 0.011 | 0.014 | 0.0136 | 0.0106 9.0
3-6 104.401 0.003 0.69 0.017 | 0.011 | 0.014 | 0.0136 | 0.0106 | 191.0
4-6 30.000 0.000 0.54 lokale Standardabweichung der Punktlage
5-6 50.998 -0.007 0.72 0.006
1-7 104.436 -0.039 0.72 0.023
2-7 30.000 0.000 0.54 Standardabweichung nach (12) und (15)
3-7 30.010 -0.010 0.54 0.006 | 0.006 | 0.001 | 0.0059 | 0.0014 | 104.0
4-7 104.380 0.017 0.69 0.018 | 0.016 | 0.009 | 0.0167 | 0.0079 | 81.8
5-7 50.957 0.027 0.72
6-7 100.000 -0.005 0.58
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nen schliagt sich deutlich nieder, dass die Residuen der
zu Punkt 6 gemessenen Strecken wesentlich kleiner sind
als die Residuen der Strecken zu Punkt 7. Es ist auch zu
erkennen, dass die Residuen der in Nord-Siid-Richtung
gemessenen Strecken besonders klein sind.

5.3 Einfluss eines AusreiBBers in einer
Anschlussrichtung

In diesem Beispiel wird der Einfluss einer unkontrollier-
ten Anschlussrichtung auf die Neupunkte untersucht. Bei
der in Abb. 2 dargestellten Messung wurde vom Fest-
punkt 1 eine Anschlussrichtung zum Festpunkt 2 gemes-
sen und dann die Neupunkte 3 bis 6 polar aufgenommen.
Zwischen den Neupunkten wurden Strecken gemessen.
Durch diese Streckenmessungen werden alle Beobachtun-
gen auBer der Anschlussrichtung kontrolliert (r; > 0.33,
s. Tab. 3). Damit sich die berechneten Standardabwei-
chungen gut als Ellipsen darstellen lassen, wurden die
Standardabweichungen nach (12) und (23) mit dem re-
lativ groBen Wert ¢2 = 1/10? berechnet. Um sie mit den
nach (3) und (6) berechneten Standardabweichungen ver-
gleichen zu kénnen, sind sie mit demselben Faktor 6 mul-
tipliziert worden.

Aus den Standardabweichungen in Tab. 4 und beson-
ders aus der Darstellung in Abb. 2 ist gut abzulesen, wie
sich ein moglicher Ausreifer in der Anschlussrichtung
auf die Koordinaten der Neupunkte auswirkt. Die darge-
stellten Ellipsen zeigen deutlich, in welche Richtung die
Bestimmung der Koordinaten nicht kontrolliert ist. Aus
den Redundanzanteilen der Beobachtungen in Tab. 3 ist
zwar zu erkennen, dass die Anschlussrichtung unkontrol-
liert ist. Wie sich das auf die Schétzwerte der Parameter
auswirkt, ist jedoch besonders bei groBeren Netzen nicht
direkt ersichtlich. Die Beobachtungen, die die Neupunkte
unmittelbar betreffen, sind in diesem Beispiel jedenfalls
kontrolliert.

Tab. 3: Beobachtungen in Polaraufnahme

1 cm (Standardabweichungen)
Standardabweichung

Standardabweichung (Zuverlassigkeitsmaf3)

Abb. 2: Polaraufnahme mit Streckenmessungen

Der Einfluss der unkontrollierten Anschlussrichtung
auf die Neupunkte lisst sich auch ohne Messwerte allein
aufgrund der bekannten Messkonfiguration untersuchen.
Die Messwerte werden lediglich benétigt, um die Varianz
der Gewichtseinheit zu schitzen. Wenn in diesem Beispiel
statt der geschétzten Standardabweichung der Gewichts-
einheit (6 = 0.85) z.B. 0 = 1 gesetzt wird, vergroBern
sich alle Standardabweichungen in Tab. 4 um den Faktor
1/0.85.

Die Standardabweichung 6y,.x der einzelnen Punkte
wird in diesem Beispiel etwa um den Faktor 3 bis 6 ver-
groBert. Dies liegt an dem Verhéltnis der Strecken vom
Standpunkt zum Anschlusspunkt und zu den Neupunk-
ten sowie an der Wahl des Wertes 2 = 1/10%. Da die
Strecke z.B. zu Punkt 3 halb so groB ist wie zum An-
schlusspunkt, wirkt sich eine Anderung in der Anschluss-
richtung etwa zur Hilfte auf die Lage des Punktes 3 aus,
was zu einem Faktor von etwa 10/2 = 5 fiihrt. In der Pra-
xis sollte &2 kleiner gewihlt werden, damit der Einfluss
unkontrollierter Beobachtungen noch besser zu erkennen
ist und unkontrollierte Parameter besser von kontrollier-

Tab. 4: Standardabweichungen in Polaraufnahme

Beobachtung Yi Oy, T Punkt 6'Lage ORW Onw Omax Omin Fmax
(m oder gon) (m) (m) (m) (m) (m) (gon)

Richtung 1 2 100.0000 0.0064 0.00 Standardabweichung nach (3) und (6)

Strecke 1 3 50.000 0.010 0.43 3 0.010 | 0.008 | 0.006 | 0.0079 | 0.0062 78.5

Richtung 1 3 0.0000 0.0127 0.43 4 0.010 | 0.008 | 0.007 | 0.0084 | 0.0059 | 137.4

Strecke 1 4 55.900 0.010 0.51 5 0.010 | 0.007 | 0.007 | 0.0070 | 0.0066 50.0

Richtung 1 4 29.5100 0.0114 0.35 6 0.009 | 0.007 | 0.006 | 0.0072 | 0.0060 | 140.4

Strecke 1 5 35.350 0.010 0.33 Standardabweichung nach (12) und (23)

Richtung 1 5 50.0200 0.0180 0.53 3 0.045 | 0.044 | 0.010 | 0.0439 | 0.0098 99.4

Strecke 1 6 25.000 0.010 0.43 4 0.050 | 0.044 | 0.024 | 0.0491 | 0.0088 | 129.8

Richtung 1 6 0.0000 0.0255 0.43 5 0.033 | 0.024 | 0.024 | 0.0314 | 0.0117 | 150.0

Strecke 3 4 25.000 0.010 0.40 6 0.026 | 0.024 | 0.010 | 0.0236 | 0.0097 | 102.4

Strecke 4 5 25.000 0.010 0.40

Strecke 5 6 25.000 0.010 0.40

Strecke 6 3 25.000 0.010 0.40

Strecke 3 5 35.340 0.010 0.47

Strecke 4 6 35.340 0.010 0.47
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ten zu unterscheiden sind. Bei der Wahl von ¢? ist auch zu
beriicksichtigen, dass der Einfluss einzelner Beobachtun-
gen auf die Schitzwerte der Parameter gering sein kann,
wie das bei Anschlussrichtungen zu sehr weit entfernten
Zielen der Fall ist.

6 Zusammenfassung

Es wurde eine Methode zur Berechnung von Standard-
abweichungen vorgestellt, mit denen die Genauigkeit und
Zuverlassigkeit der geschitzten Parameter beurteilt wer-
den kann.

Die Standardabweichung aus den Residuen derjenigen
Beobachtungen, durch die ein Parameter bestimmt wird,
erlaubt die Ermittlung einer fiir jeden Parameter individu-
ellen Standardabweichung als Genauigkeitsmaf fiir die-
sen Parameter. Mit dieser Methode lésst sich z. B. in Lage-
netzen, in denen einzelne Bereiche oder Punkte beson-
ders genau oder besonders ungenau bestimmt sind, ohne
Vorinformationen leicht die Genauigkeit jedes einzelnen
Punktes ermitteln.

AuBerdem ist eine einfache Abschidtzung moéglich, wel-
chen Einfluss mogliche AusreiBer auf die Schatzwerte der
unbekannten Parameter haben. Aus dem Redundanzanteil
einer Beobachtung ist nicht unmittelbar ersichtlich, wie
sich eine Anderung der Beobachtung auf die Parameter

auswirkt. Im Gegensatz dazu sind die hier berechneten
MaBe auf die Parameter bezogen und erlauben damit eine
Beurteilung der Zuverldssigkeit und Kontrolliertheit der
Parameter.

Die vorgestellten Formeln sind leicht zu programmie-
ren. Allerdings ist der Rechenaufwand etwa so groB3 wie
fiir eine Iteration zur Berechnung der eigentlichen Schitz-
werte und deren Kovarianzmatrix.
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