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Zur K-Frage: Kompressionsraten der schnellen
Wavelettransformation aus statistischer Sicht

Siegfried Meier

Zusammenfassung

Die Datenkompression ist ein weites Feld: Es existiert eine
Fiille von Methoden, z.B. die diskrete Wavelettransformation,
die hier unter statistischen Gesichtspunkten betrachtet wird.
Im Allgemeinen hangen die Kompressionsraten vom Wavelet
und von den Signaleigenschaften ab. Es wurde die Ubertra-
gung der letzteren bei der kontinuierlichen und der diskre-
ten Wavelettransformation an Signalen untersucht, die Rea-
lisierungen stationdrer GauBprozesse sind. Als Schliisselpara-
meter der auf Schwellwertbildung beruhenden Kompression
wurden das Signal-Rausch-Verhaltnis und die Signalkorrela-
tion erkannt. Geeignete Schwellwerte, um die Genauigkeit re-
gistrierter und transformierter Signale zu erhalten, wurden
durch Modellbildung und in numerischen Experimenten ge-
funden.

Summary

Data compression is a complex matter: there exists a variety of
methods, e. g. the discrete wavelet transformation examined
here under statistical points of view. Generally, the compres-
sion rates depend on the wavelet type and on the signal quali-
ties. The transition of the latter by contineous and discrete
wavelet transformation was investigated at signals beeing
realizations of stationary gaussian processes. The signal-to-
noise-ratio and the signal correlation were proved to be crucial
parameters of the compression based on thresholding. Appro-
priate thresholds to keep the accuracy of recorded and trans-
formed signals were examined by modelling as well as by nu-
merical experiments.

1 Vorbemerkungen

Nicht nur Politiker, auch Datenverarbeiter haben ihre
K-Frage!. Die Kompression (K) von Geodaten ist ein wei-
tes Feld; es gibt eine Fiille von Moglichkeiten und Me-
thoden der Datenkompression. Fiir Bilddaten hat sich die
Wavelettransformation (WT) als effizient erwiesen; vgl.
z.B. Zettler et al. (1990), Louis et al. (1994), Hahn and
Kiefner (1998), Kiefner and Hahn (2000), Kiefner (2001).
Ein klassisches Beispiel ist die kompakte Speicherung
von gescannten Fingerabdriicken. Nun ist die K-Frage in

1 Das vom Verfasser benutzte Schlagwort bewegte im Vorfeld
der Wahlen zum Deutschen Bundestag im Jahre 2002 die Ge-
miiter. Hier steht es als Synonym fiir die »Qual der Wahl« aus
Kandidaten kompressionspotenter Wavelets.

der Signalverarbeitung nicht die allein zu beantworten-
de, sondern man verfolgt per WT oft mehrere Ziele, z. B.
Lokalisierung gewisser Signalanteile, Approximation der
ersten oder zweiten Ableitung des Signals, jeweils ver-
bunden mit Kompression. Auf der Suche nach geeigne-
ten Wavelets, die mehreren Zielen zugleich dienen, wére
es niitzlich, die K-Rate vorab schitzen zu konnen. Lei-
der ist dies - obwohl man weiB, welche Wavelets stir-
ker oder eher schwicher komprimieren — im Allgemeinen
nicht oder nur mit groBem Aufwand moglich, denn die
totale K-Rate hingt sowohl von den Signaleigenschaften
als auch vom benutzten Wavelet, ferner von der Diskreti-
sierung der Signale auf der Ordinate (in der Bildverarbei-
tung Quantisierung genannt) bzw. der mitgefiihrten Stel-
lenzahl, der Umorganisation der Daten, schlieflich von
Zielen wie Dateniibertragung in Echtzeit oder dauerhaf-
te Speicherung ab, ist also insgesamt ein recht komplexes
bzw. vermischtes Problem.

Die Kompressionsmoglichkeit der schnellen WT be-
ruht auf einer Schwellwertbildung: Waveletkoeffizienten
(WK) der diskreten Transformation, die einen vorgegebe-
nen Schwellwert (S) betragsmiBig unterschreiten, werden
auf Null gesetzt (sog. hard thresholding) und die verblei-
benden WK kompakt gespeichert. Nun ist bekannt, dass
sich S-Probleme haufig nur an Signalen, die Realisierun-
gen stationdrer GauB-Prozesse sind, explizit 16sen lassen,
und solche beziiglich der WT auch nur numerisch. Der Le-
ser sei also vorgewarnt: Auch aus statistischer Sicht sind
mogliche Antworten auf die K-Frage eher qualitative.

Immerhin kann man in Sonderfillen, insbesondere an
stationdren GauB-Prozessen, die kritischen Einflussgro-
Ben erkennen und separieren. Ferner kann man Schwell-
werte vorab so schitzen, dass die Verformungen der aus
den komprimierten WK riicktransformierten Signale (in
der Bildverarbeitung Artefakte genannt) in den Grenzen
der Erfassungsfehler der urspriinglichen Signale bleiben.
So mag es besonders unter dem letztgenannten, praktisch
bedeutsamen Gesichtspunkt - geodéatisch gesprochen ein
Fehlervoranschlag — nicht ganz abwegig sein, bekannte
numerische Probleme aus statistischer Sicht zu betrach-
ten.

An sich ist diese Betrachtungsweise nicht neu: Der
Sammelband von Antoniadis and Oppenheim (1995)
enthilt diverse Arbeiten aus Mathematikerhand, nach
Abstraktionsgrad und Notation nicht eben leicht von An-
wendern zu verstehen. Deshalb hat sich der Verfasser be-
miiht, nur Werkzeuge zu verwenden, die dem Signalver-
arbeiter vertraut sind: elementare Regeln der Wahrschein-
lichkeitsrechnung, lineare Filter, Varianzfortpflanzung bei
linearen Integral- und Vektortransformationen.
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2 Schnelle Wavelettransformation ohne und
mit Kompression

2.1 Transformation ohne Kompression

Ein Signal f(¢) sei im Originalbereich durch N = 2" dis-
krete Werte je Lingeneinheit reprisentiert. Die schnelle
WT erzeugt auf der ersten Skale N /2 Waveletkoeffizien-
ten (WK), auf der zweiten N /4 usf., (Abb. 1). Die Anzah-
len der WK auf den Skalen folgen einer geometrischen
Reihe und die Gesamtanzahl ist gleich der Partialsumme

N N N 1
E+ﬁ+"'+2_n_N(1_2_n)_N_1
fiir N = 2". Auf der ersten Skale liegen also N /2 Wer-
te und die WK auf den iibrigen Skalen machen (bis auf
einen) die zweite Hélfte aus. Im WB hat man die gleiche
Werteanzahl wie im Originalbereich zu speichern (1D-WT
ohne Kompression).

Analog verhilt es sich im 2D-Fall. Der ebene Original-
bereich sei quadratisch und mit N? diskreten Werten des
2D-Signals f(x1,x7) besetzt. Die 2D-WT mit Tensorpro-
dukt-Wavelets liefert nach dem ersten Zerlegungsschritt
3(N/2)? Daten (Abb. 2). Im rechten oberen (linken un-
teren) Quadrat solche iiber waagerechte (senkrechte) De-
tails im Signal f(x1,x7) und im rechten unteren Quadrat
diagonale Details. Im zweiten Schritt hat man nach dem
gleichen Schema 3(N/4)? Werte usf. - Die Anzahlen der
WK folgen ebenfalls einer geometrischen Reihe mit der
Partialsumme

(2.1)

N2 N2 N2
3T+3?+~--+34—n
1 (2.2)
_ N2 _ N2
=N-°(1-— ﬁ) =N-—-1
fir N2 = 22" Im WB sind wieder ebensoviele Wer-

te wie im Originalbereich zu speichern (2D-WT ohne
Kompression). Eine Datenkompression gelingt erst mittels
Schwellwertbildung.

2.2 Schwellwertbildung im Waveletbereich

Sei S(a) ein vorzugebender Schwellwert auf der Skale a
(Abb. 3). Der Anteil A(a) derjenigen Koeffizienten w;(a) je
Langeneinheit, die der Kompression anheimfallen, gleicht
der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die WK den Schwell-
wert betragsméBig unterschreiten. Um A := P(—S <
w < +8) fur alle a > 0 ausrechnen zu kénnen, muss
die Verteilung der WK auf jeder Skale bekannt sein. Na-
tiirlich liegt die Normalverteilung nahe: Sind die Signal-
werte normal, dann sind es wegen der Linearitit der WT
auch die WK. Wir betrachten nur solche Signale, deren
WK auf jeder Skale eine vom Ort unabhédngige Normal-
verteilung besitzen:

w~ N(@,02), (w—7)/ow~ N(0,1). (2.3)
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Abb. 1: Schnelle 1D-Wavelettransformation. Aus N = 2"
Signalwerten je Ldngeneinheit im Originalbereich werden
N /2" Waveletkoeffizienten auf der n-ten Skale erzeugt.

Abb. 2: Schnelle 2D-Wavelettransformation. Aus N2 = 22"
Signalwerten je Fldcheneinheit im Originalbereich werden
3N? /22" Waveletkoeffizienten im n-ten Zerlegungsschritt
erzeugt.

w(b)

AN W (0 ——

0<w<§S

-S<w<0

Abb. 3: Schwellwertbildung im Waveletbereich. Wavelet-
koeffizienten w, die den Schwellwert S betragsméaBig
unterschreiten, werden auf Null gesetzt.
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Ihre ersten und zweiten Momente werden im Abschnitt 3
angegeben. Hier schidtzen wir vorerst

A=P(-S<w<+S)

(2.4)

= P(g1 < —2 < )

w

1 (82 _
= I(g2) — F(g1) = Nor /g e 2qp
v &1

F(g>) die Verteilungsfunktion von N(0,1) an
—(S+W) /0w, g2 = (S —W) /0y ist.

wobei F(g1),
den Stellen g1 =

Néherung fiir (S + W) < oy:

(82 — 81)F'(0)
= (§2-— 81)/m,

F(g2) — F(g1)

2
A

V27 Oy

(2.5)

2.3 Kompressionsraten

Kompressionsraten werden in der Literatur unterschied-
lich definiert, beziiglich der WT in der Regel als Verhéltnis
der unkomprimierten zu den komprimierten Daten. Sei N
die Anzahl der urspriinglichen Signalwerte bzw. der WK
ohne Kompression und A der Anteil der durch Schwell-
wertbildung wegfallenden WK, dann ist die K-Rate be-
zliglich der genannten MaBnahme mit Riicksicht auf (2.1)

N 1

N—-NA 1- (2.6)

n
=Y 27k :
5 A kgi AMay)

Die K-Rate (2.6) gilt sinngemiB auch im 2D-Fall: N ist
durch N2, 27k durch 272k zu ersetzen, und die Teilan-
zahlen sind iiber einen ebenen Bereich zu summieren.

Die totale Kompressionsrate K ist natiirlich gréBer als
k, denn es konnen im Zuge der Informationsverarbeitung
noch weitere, im Abschnitt 1 angesprochene Mafnahmen
ergriffen werden. Hier betrachten wir ausschlieBlich den
Anteil k gemaB (2.6) mit A(ay) entsprechend (2.4), (2.5),
und wenden uns nun den darin enthaltenen kritischen
GréBen w , oy, S zu.

3 Momente erster und zweiter Ordnung von
Wavelettransformierten

3.1 Die eindimensionale Wavelettransformation als
lineares Filter

Es wird die Notation von Louis et al. (1994) benutzt; ins-
besondere steht vor der Fourier-Hin- als auch vor der
Fourier-Riicktransformation der Faktor 1 / \/2771, so dass
im Faltungsprodukt der Faktor v/27r beriicksichtigt wer-
den muss.

Die WT des Signals f

Lyf(a,b) \/7/ £(1) )dt

mit dem Skalenparameter 4 und dem Ortsparameter b, fer-
ner dem Normierungsfaktor

[e'e) 7, 2
Cy 1= ZHLW ()] dw

|l

) zum Wavelet 1,

(3.1)

(3.2)

mit IIJ als Fouriertransformierte (FT) von 1, ist vom Fal-
tungstyp. Daher kann (3.1) als lineares Filter mit der Ge-
wichtsfunktion 1 interpretiert werden. Die FT von Ly, f
ist

L/U,?(a, w) = \/@ﬁ)(—aw)ﬂw) . (3.3)
Dabher ist die Durchlasscharakteristik

G(jw) = 2Z—F¢(—aw) (3.4)
und die Ubertragungsfunktion

U(w) = 6(je)l* = "7 i (~aw)l”. @.5)

Wegen 1(0) = 0 und limg, o P(w) = 0 ist dieses Filter
ein Bandpass: Fiir jedes a > 0 liefert die WT (3.1) eine
bandgefilterte Version des urspriinglichen Signals f(t).
Mit Hilfe dieser Eigenschaft konnen speziell die skalen-
abhéngigen Varianzen o2,(a) von Ly f(a,b) =: w(a,b),
welche die K-Raten entsprechend (2.4) bis (2.6) mitbe-
stimmen, berechnet werden.

3.2 Erwartungswertfunktionen

Sei f(t) die Realisierung eines stochastischen Prozesses
F(t). Setzt man alle Realisierungen f; C F in (3.1) ein
und bildet den Erwartungswert, ergibt sich

Efw(a,b)} =

\/%7/ E{F(t }w( )

da Erwartungswertbildung und Integration als lineare
Operationen vertauscht werden diirfen.

(3.6)

Sonderfall: F sei stationdr mit E{F(t)} =: F = const. In
diesem Fall kann F vor das Integral geschrieben werden,

so dass (mit der Substltutlon / a=:x)
|a +OO

E{w(a)} =:w(a / dx =0 3.7)
Gy

wegen

(x)dx = 0. (3.8)

+o0
[ v
— 00
Somit gilt fiir stationdre GauB-Prozesse die Schitzung
(2.5).
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3.3 Kovarianzfunktionen und Spektraldichten

Wird ein Signal f der WT (3.1) unterworfen, d.h. f mit
dem Wavelet 1 gefaltet, und ist Cy¢(#,t") die Autoko-
varianzfunktion (AKF) von f, dann erhdlt man die AKF
Cuw(V',b") der Wavelettransformierten auf jeder Skale
a > 0, indem man Cff mit 1 zweimal faltet (vgl. z.B.
Meier und Keller, 1990, S. 70-72):

Cuww ~ Crrxpxp,
ausgeschrieben

Cuww(V',b";a) =
1 Hoo C t/ t//
i) s Fr(E,£7)

Y I/
~1p(t b)w(t b )dt’dt”.
a a

Daraus ergibt sich die Varianzfunktion

02 (b;a) := Cyw(b, b;a). (3.10)

Ist f (im weiteren Sinne) stationar mit C¢f = C ff(t’ r—
t'), dann sind es auch die bandgefilterten Versionen mit

Cow = wa(b// - bl}“) ’
(3.11)

Uzzti(a) = wa(o}ﬂ) = const

fiir jedes a > 0. Ferner existiert auf jeder Skale die FT von
Cuwuw, die Spektraldichte

Sww(w;a) = Ulw; a)Sff(w)

o (3.12)
= 2 (—aw) P
"

S¢f(w)
und die Varianz (3.10) erhilt man auch als Integral tiber
die Spektraldichte:

o2(a) = ww(w; a)dw

1 /+oo S
vV 271 J—
VZﬂa

Cy
In Anbetracht der Fiille unterschiedlicher Signalklassen
und Wavelets folgt sofort, dass — bis auf wenige Ausnah-
men - (3.10) bis (3.13) und damit oy (a) in (2.3) bis (2.5)
numerisch auszuwerten sind. Wenn das so ist, dann kann
man f auch gleich in den WB transformieren und sich
nach Vorgabe von Schwellwerten die K-Raten anzeigen
lassen! Immerhin sind gewisse qualitative Schliisse und
die Apriori-Schédtzung von Schwellwerten moglich.

(3.13)
+oo By
/_Oo [P(—aw)|*Ssr(w)dw.

3.4 \Varianzen und Schwellwerte

Nach einer Signalklassifikation von Schlitt (1968), vom
weiBen Rauschen mit vollstdndig unkorrelierten Signal-
werten bis hin zum streng vorhersagbaren periodischen
Signal, wurden stationédre Modellprozesse beziiglich ihres
Schwankungsverhaltens im WB, vorzugsweise mit (3.13)
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untersucht (Tabelle 1), teils fiir beliebige Wavelets, teils
mit dem Wavelet

P(x) = —@w,

welches der 1. Ableitung des GauBschen Hutes proportio-
nal ist (in Tabelle 1 als Standard-Wavelet bezeichnet).

(3.14)

Beim weiBen Rauschen ist cr?% eine skalenunabhingige
Konstante; sie hingt lediglich von der Form des Wave-
lets ab. Die Integrale iiber (| und iiber ¥ sind (nach ei-
nem Theorem von Parseval iiber aperiodische Funktionen)
identisch und entsprechen dem Normquadrat des Wave-
lets. Dieses Modell motiviert die Wahl skalenunabhingiger
Schwellwerte S(a) = S = const. Es ist zweckmiBig, S so
zu wihlen, dass Defekte, die im Zuge der Riicktransfor-
mation mit komprimierten WK entstehen, in den Grenzen
der (mehr oder weniger korrelierten) Erfassungsfehler der
Signale bleiben. Da beim additiven Rauschen die Fehler
genauso wie die Signale transformiert werden, setze man
nach dem Modell des weiBen Rauschens (Tabelle 1)

S = ymy = ymg||[Y||/ /ey

mit0<y<1.

(3.15)

Anstelle o steht (in Anlehnung an den mittleren quad-
ratischen Fehler) das Symbol m, um zwischen Standard-
abweichungen beziiglich des Signals (o, 07) und des
Rauschens (i, my) zu unterscheiden. Der Schwellwert
(3.15) gilt fiir die stetige WT. Diskret wird vorzugsweise
mit normierten Wavelets, |[4||/,/cy = 1, gerechnet, so
dass man mit

S:ymf, 0<y<l1 (3.16)

den Schwellwert sehr einfach mit Hilfe der Fehlerstan-
dardabweichung m festlegen kann, und zwar auch dann
noch, wenn die Fehler (schwach) korreliert sind, weil
02(a), hier identisch mit m]%(a), mit wachsendem a ge-
gen konstante Werte streben (Abb. 4, Kurven 2, 3). Ledig-
lich periodische Fehler sind davon ausgenommen (Abb. 4,

Kurve 4).

0,6

o (a)/ c_zf

04 +

0,2

Abb. 4: Skalenabhingige Varianz o2 (a), bezogen auf die
Varianz des stationdren Eingangssignals fiir vier Signal-
klassen It. Tabelle 1: (1) weiBes Rauschen, (2) Breitband-
rauschen mit we = 7, (3) geformtes Rauschen mit d = 1,
(4) periodisches Signal mit wy = 1.
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Modell AKF (Eingang) Spektraldichte Skalenabhingige Varianz Wavelet
Crs(T)/0} S¢r(w)/o? o5 (a) /0%
1 1 +00
WeiBes 5(T) —— = const — / [P(w)|?dw beliebig
Rauschen V2 v J
(—o0 < T < +00) (—o0 < w < +00) 1 +oo
= — [ W(0Pdx = []]*/ey = const
Cy kN
1 Standard-
2V 2m wavelet
in Wyt 1 1 ey
Breitband- S P —— T _ const — ¢ [P(w) Pdw beliebig
rauschen We'T V27 g Cp J—awy
(o0 < T < +00) (~wg < w < +wg)
1 T
— 1/ 5 P(awyg) Standard-
2wyg 2
) wavelet
_awge_(awg) /2}
2
Geformes e V2 (w4 S — Standard-
Rauschen (d > 0) 2 2+ (d/a)?] wavelet
; 2 d
Schmal- e~ T/ T giwoT £d[el (w) + ex(w)] EERFYAVIER) Standard-
band- 4 2+ (d/a)?] ” wavelet
rauschen (d>0,wy >0, erp(w) = e 1 wjd
P =-1 exp[—(w + wy)?d? /4] 224 4 d?
1 agd 2 2
*P [Z 2@
. 2 N
Periodisches el ,/7—T<5(|w| — wp) U(a; wy) = ﬂhp(—awo)\z beliebig
Signal 2 Cy
gna
a 2 —(awg)?/2 Standard-
2(aw0) ¢ wavelet

Tab. 1: Zweite Momente stationdrer Prozessmodelle, jeweils bezogen auf die Varianz (r% des Eingangsprozesses. 5 bezeichnet

die Deltafunktion, i das Wavelet, 1I) seine Fouriertransformierte, ® das Wahrscheinlichkeitsintegral, Wy die Bandbegrenzung,
U die Ubertragungsfunktion der 1D-WT. Weitere Erlduterungen im Text.

3.5 Standardabweichungen und Kompressionsraten

Mit zunehmender Strukturierung der Signale (in Tabelle 1
von oben nach unten) prigt sich die Skalenabhingigkeit
von o2 (a) mit entsprechendem Einfluss auf die K-Raten
immer stirker aus (Abb. 4). Als ein typisches Beispiel be-
trachten wir das geformte Rauschen in Tabelle 1 und in
Abb. 4 (Kurve 3). Fiir groBe Korrelationslidngen (~ d) und

auf niederen Skalen, d/a > 1, wird

~ —a

1 ~ d 73/2
ow(a)  of !

(3.17)

d. h. mit Blick auf (2.5): Die K-Raten nehmen mit wach-
sender Korrelationsldnge unter sonst gleichen Verhéltnis-
sen zu.

In der digitalen Verarbeitung von Bildern kann der
langwellige Hintergrund mit groBen d ohne wesentli-
che Stérung der strukturierten Vordergrundinformation
verdandert, also stark komprimiert werden; man erzielt
K-Raten bis zur GréBenordnung 100! Sobald man al-
lerdings von der reinen Bildbetrachtung zur metrischen
Information {ibergeht, z.B. in der digitalen Photogram-
metrie, wo Punktlagefehler im Subpixelbereich bleiben
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sollen, sinken die K-Raten unter 10 (Kiefner and Hahn
2000, Kiefner 2001). Auch die WT von bereits generier-
ten DHM mit groBer Gitterweite liefert kleine K-Raten
(vgl. Abschnitt 4.4), denn der langwellige Anteil reprisen-
tiert hier gerade die GroBformen, die durch Kompression
nicht wesentlich gestért werden diirfen! Deshalb miissen
die Schwellwerte geniigend klein sein mit der Konsequenz
ebenfalls kleiner K-Raten. Die Ndherung (3.17) lisst sich
auch noch anders deuten. Das benutzte Wavelet (3.14)
ist von 1. Ordnung mit der Eigenschaft, dass die WT fiir
a — 0 die erste Ableitung f'(¢) des Eingangssignals f(t)
approximiert. Nun ist im stationéren Fall

cr}, = ff( ) = ZcIf/d2 mithin
1 1 . .

— =&~ — ~ — fiir sehr kleine a,
O-u; O-f/ O-f

d. h. die K-Raten hingen von der Anderungsgeschwindig-
keit f'(t) mit Standardabweichung oy ab, wobei letztere
durch die Parameter oy und d des Eingangssignals aus-
gedriickt werden kann. Die sog. Approximationseigen-
schaften von Wavelets erster (allgemein n-ter) Ordnung
konnen deshalb in gewissem MaBe zur Apriori-Schéitzung
von K-Raten ausgenutzt werden.

4 Kompression mit Wavelets
endlicher Ordnung

4.1 Varianzen und Schwellwerte bei
diskreter Transformation

Anstelle der stetigen WT (3.1), Skalarprodukt < f,¢ >,
berechnet man mit der diskreten WT die Skalarprodukte
w = ' f. Nach der bekannten Regel der Varianzfort-
pﬂanzang_linear transformierter Vektoren erhélt man so-
fort die Varianzen

(4.1)

2 =9"Crryp

auf jeder beliebigen Skale. Diese werden von Anzahl, Be-
trag und Vorzeichen der Filterkoeffizienten und von den
Elementen der Signal-Kovarianzmatrix C.f bestimmt.
Man koénnte also - mit Blick auf die K-Raten der dis-
kreten WT - auf die stetige Rechnung im Abschnitt 3
verzichten. Trotzdem wurde letztere in den Text aufge-
nommen, weil man aus der Rechnung mit AKF-Modellen
(Tab. 1, Abb. 4) qualitativ mehr ersieht als aus der Trans-
formation von Kovarianzmatrizen: Mit Ausnahme von
Wavelets mit zwei Koeffizienten (Prototyp Haar-Wavelet)
nimmt die Anzahl der Filterkoeffizienten und damit der
Umfang der Kovarianzmatrizen von Skale zu Skale zu.
Die Berechnung der Varianzen o2 (a;) der Kompressions-
anteile A(ay) und ihrer Summe iiber n Skalen gemiB (2.6)
wird rasch untbersichtlich und ist - in Anbetracht der
ohnehin einschrdnkenden Voraussetzungen wie Normali-
tdt und Stationaritdt der Signale - wenig hilfreich. Mit

36 | zfv 1/2003 128. Jg.

Ausnahme des Haar-Wavelets (Beispiel 1 im Abschnitt
4.2) beschrinken wir uns auf die Parameter 02 (a1 ), A(a1)
der ersten Skale aq, welche das typische Verhalten der
K-Raten hinlénglich zeigen.

Mit Hilfe von (4.1) gewinnt man auch sofort einen ska-
lenunabhingigen Schwellwert analog (3.16):

(4.2)

S = ymy = ymg|[Y]|,

identisch mit (3.16) fiir Wavelets mit ||| = 1. SchlieB-
lich sei noch bemerkt, dass die nachfolgznd angegebenen
Formeln fiir Kompressionsanteile auch im 2D-Fall gelten,
wenn mit den zum Vektor i gehorenden Tensorprodukt-
Wavelets komprimiert wird (vgl. z. B. Beyer, 2002b).

4.2 Kompression mit Wavelets erster Ordnung

Unter Wavelets 1. Ordnung versteht man solche, deren
1. Moment pq nicht verschwindet. Sie approximieren
f'(t) im Grenziibergang a — 0. Diskrete Wavelets 1. Ord-
nung liefern WK, die den 1. Differenzen Af bzw. den
Differenzenquotienten Af /At proportional sind. Die mo-
mentenabhidngigen Proportionalitdtsfaktoren fiir Wave-
lets 1., 2., ..., n-ter Ordnung wurden von Beyer und Meier
(2001) hergeleitet. Fiir Wavelets 1. Ordnung gilt

w/pm =Af

auf jeder Skale a > 0. Mit zunehmendem a (a1 =1, a, =
2, ey A = 2k=1" ) erhilt man Af tber immer groBere
Punktabstinde (At, 2At, ..., kAt, ... ). Wendet man nun auf
(4.3) die Regeln der Varianz-Fortpflanzung an, ergeben
sich die Signalvarianz

(4.3)

o3 = ujoas = 2707 (1 — p) (4.4)

mit dem Korrelationskoeffizienten p benachbarter Werte
(Nachbarschaftskorrelation) und die Fehlervarianz

m%, = 2/4%171]2[ (4.5)

bei unkorrelierten Erfassungsfehlern. SchlieBlich folgt mit
(4.5) ein konstanter Schwellwert

S = ymy = V2y|u|my . (4.6)

Beispiel 1: Haar-Wavelet als Differenzenfilter mit Filter-
koeffizienten

V2 V2

-1, -1 und p = ——=
Sowohl aus (4.4) als auch aus (4.1) folgt o / o2 =1-p,
wobei p = p(At), p(2At), ..., p(2K-1At), ..., auf den

Skalen aq,ay, ..., ay, ..., ferner aus (4.6) oder (4.2) der
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Schwellwert S = ym £ schlieBlich aus (2.5) und (2.6) der
Kompressionsanteil auf der ersten Skale

y My 1
Alay) ~ — (4.7)
AN o /1 p(Al)
und summiert {iber n Skalen
2y mp 2k
Ax LTy (4.8)

Wie man sieht, ist A eine Funktion des Signal-Rausch-
Verhiltnisses (SRV),

A~1/VSRV, SRV :=o7/m3,

und der Folge von  Korrelationskoeffizienten
{p(Zk’lAt);k = 1,2,...,n}. Fir den Sonderfall
des geformten Rauschens mit AKF vom GauB-Typ (Tabel-
le 1) kdnnen letztere durch genau einen Koeffizienten, die
Nachbarschaftskorrelation p; := p(At) ersetzt werden:
p(21at) = 27

Abb. 5 zeigt die Abhingigkeit der GroBen A(a1) und
A sowie A/A(a1) von pq: iiber einen weiten Bereich von
p1 dndern sich A(a1) und A nur wenig; erst fiir groBe
p1 nimmt die Kompression stark zu. Die Grenzfille p; =
0 und p; = 1 sind an realen Signalen ausgeschlossen.
Immerhin erkennt man an den Grenzwerten

A 2 .. P11 — 0
o~ fi
A1) { 4/3 M p o1

dass die Kompression von glatten Signalen zu fast drei
Viertel auf der niedersten Skale stattfindet; an stark struk-
turierten Signalen (kleine p;) betrigt dieser Anteil noch
mindestens die Halfte.

11
2/2m

1/21

0.5 0.75 1
Pi

Abb. 5: Kompressionsanteil A(aq) auf der ersten Skale a4
nach (4.7) und Summe A {iber nn Skalen (n > 1) nach (4.8)
fiir das Haar-Wavelet (Daub-2), als Funktion der Nachbar-
schaftskorrelation p; und bezogen auf ymf/(rf. Verhaltnis
A/A(aq) oben links. Diskussion im Abschnitt 4.2.

4.3 Kompression mit Wavelets zweiter Ordnung

Unter Wavelets 2. Ordnung versteht man solche, deren
1. Moment y; = 0 und deren 2. Moment p, # 0
ist. Sie approximieren f”(t) durch Grenziibergang a —
0. Diskrete Wavelets 2. Ordnung liefern WK, die den
zweiten Differenzen A2 f bzw. den Differenzenquotienten
A?f / At? proportional sind. Es gilt

2w/ = A’f,

Die Varianz der 2. Differenzen aus drei korrelierten Wer-
ten ist

0% = 1303, /4. (4.9)

aizf = 207[3 — 4p(At) + p(2A1)], (4.10)
daher

0% = 1507(3 — 4p(At) + p(2A1)] /2, (4.11)
m%, = Sugm]%/Z, (4.12)
S =ymy = \/37/2|p.2|mf. (4.13)

Beispiel 2: Biorthogonales Wavelet als zweifaches Dif-
ferenzenfilter mit Filterkoeffizienten

V6 V6

—?[1, —2,1] und =0, up = —5
(entnommen aus Wickerhauser (1996), S. 418 und nor-
miert auf ||| = 1).

Sowohl aus (4.11) als auch aus (4.1) folgt das in
Tab. 2 angegebene Varianzverhiltnis 02 (a;)/ crj%, ferner
aus (4.13) oder (4.2) wieder S = ymyg, schlieBlich mit (2.5)
der in Tab. 2 stehende Kompressionsanteil A(ay).

Tabelle 2 enthilt zwei weitere Beispiele von Wavelets
2. Ordnung. Das als Kombi-Haar bezeichnete ist die Dif-
ferenz zweier Haar-Wavelets, wobei das zweite gegen das
erste um Af verschoben ist; es entspricht der auf ||| = 1
normierten Differenz zweier 1. Differenzen. Kombi-Haar
approximiert ebenso wie Daub-4 die 2. Ableitung aus vier
Werten! Mithin gehen in 02 (aq) drei Korrelationskoeffi-
zienten bzw. fo vom Umfang 4 X 4 ein. Daher konnen
sowohl 02 (a1) als auch m2, und S nicht mehr {iber (4.11)
bis (4.13) berechnet werden, sondern man muss auf die
allgemeineren Regeln (4.1), (4.2) zuriickgreifen. Die Er-
gebnisse stehen in Tabelle 2.

4.4 \Vergleiche von Kompressionsraten

Wavelets endlicher Ordnung komprimieren (theoretisch)
umso stirker, je mehr sie verschwindende Momente be-
sitzen, d.h. mit zunehmender Ordnung. Diesen Sachver-
halt veranschaulicht Abb. 6. Die Kompressionsunterschie-
de machen sich allerdings erst auf groBen p; d.h. an
glatten Signalen bemerkbar (vgl. hierzu das folgende Bei-
spiel 3, Tab. 3). Mit abnehmendem p; laufen die Kurven
A(p1) zusammen: A(py) — 1/v/27 =~ 0,40 fiir p; — 0.
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Wavelet Filterkoeffizienten Varianzverhiltnis Kompressionsanteil A(ay)
o3 (a1)/ 0
Biorthogona- —é[l “2,1] 12 (Ab) 41 (2A1) _r " [1 _4 (A) + = (ZAt)] e
les Wavelet 6 7 3° 3° V2 of 37 3P
Kombi-Haar Iy, 21,211 1- Loean - p(2an) Y T oan — p2an)
2 7 4 4 2‘0 1 \/— o_ p
+ - p(3At -1/2
2P3AN) +% p(3At)
-1/2
Daub-4 V2B aiE - 2pian + ean Y T 22l + LAy
8 8 8 V2 o 8 8
3+V3,-1- V3]

Tab. 2: Varianzen o2 (a1 ), bezogen auf die Varianz 0} des stationdren Eingangssignals f (), und Kompressionsanteile A(a)

auf der ersten Skale a4 fiir drei Wavelets 2. Ordnung. Weitere Erlduterungen im Text.

DHM Relieftyp 6y, i 01 M A A3z Agq k1 ko k3 ky
inm inm
Sternberg Jungglaziale 8,0 0,5 0976 0,16 0,31 050 0,74 1,2 1,4 2,0 3,8
Moréne
Tharandt Bergland 30 3,3 0,953 0,20 0,29 0,46 067 1,2 14 19 3,0
Harz Bergland 23 1,7 0975 0,19 035 057 0,84 1,2 1,6 23 63

Tab. 3: Digitale Hohenmodelle (DHM). Geschétzte Eingangsdaten und Kompressionsanteile auf der ersten Skale fiir Schwellwert
S = 11y, Indizes: 1 (Daub-2 = Haar), 2 (Kombi-Haar), 3 (Daub-4), 4 (Biorthogonales Wavelet). Diskussion im Abschnitt 4.4.

3 3
Ma,) Ma,)
12 12
11 1
s 1/\2n s 1/y2n
0.5 0.75 1 0.5 0.75 1
P P1
Abb. 6: Kompressionsanteile A(aq) auf der ersten Skale a4 Abb. 7: Kompressionsanteile A(a1) auf der ersten Skale a4
fiir drei Daubechies-Wavelets (A; 3 5 fiir Daub-2,4,6 der fiir drei Wavelets 2. Ordnung nach Tabelle 2 (A, fiir
Ordnung 1,2,3) als Funktion der Nachbarschaftskorrelation Kombi-Haar, A3 fiir Daub-4, A4 fiir das biorthogonale
p1 und bezogen auf ymf/af. Diskussion im Abschnitt 4.4. Wavelet) als Funktion der Nachbarschaftskorrelation p; und

bezogen auf ymf/of. Diskussion im Abschnitt 4.4.
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Dies mag der Grund dafiir sein, dass sich an stirker struk-
turierten Signalen mit kleinen bis mittleren p; experi-
mentell via diskreter WT mit verschiedenen Wavelets er-
mittelte K-Raten kaum deutlich unterscheiden; der Ein-
fluss der Signaleigenschaften iiberwiegt!

Gleiches Kompressionsverhalten wie die Vertreter der
Daubechies-Reihe ungleicher Ordnung (Abb. 6) zei-
gen auch verschiedene Wavelets der gleichen Ordnung
(Abb. 7): Obwohl die drei Wavelets von 2. Ordnung sind,
gibt es deutliche Kompressionsunterschiede auf groBen
p1, verursacht von unterschiedlichen Filterkoeffizienten
(vgl. Tab. 2). Um eine Vorstellung von der GroBenordnung
der K-Raten an glatten Signalen zu bekommen, folgen
noch numerische Beispiele.

Beispiel 3: Digitale Hohenmodelle (DHM). Kompressions-
anteile auf der ersten Skale.

Die in Tabelle 3 aufgefiihrten DHM wurden aus Ho-
henlinien topographischer Karten unterschiedlichen MaB-
stabs und unterschiedlicher Schichthéhe interpoliert. Die
EingangsgréBen 6y, p; sind Arbeiten von Borkowski
(1994) und Fuchs (1994) entnommen, 71;, wurde mit Hil-
fe der bekannten Koppeschen Formel geschitzt. Voraus-
setzungen wie normalverteilte Hohenwerte, Homogenitat
und lokal-isotrope Signal-AKF vom GauB-Typ sind anné-
hernd erfiillt.

Die totalen K-Raten (iiber n Skalen) sind einerseits gro-
Ber als die auf der ersten Skale in Tabelle 3, z.B. A; etwa
um den Faktor 4/3 wegen p1 nahe Eins (vgl. Abb. 5). An-
dererseits wird sich mit Schwellwerten S < 7, kaum et-
was an der GréBenordnung der A;, IAci in Tab. 3 dndern.

Hier lohnt die (geringe) Kompression, verbunden mit
der Notwendigkeit, die Daten zwecks kompakter Speiche-
rung umzuorganisieren, eher nicht!

Die im Beispiel 3 genannten Voraussetzungen sind in
der Praxis selten erfiillt. Tests an nicht-normalen, in-
homogenen Datensitzen zeitigen zwar allgemein die glei-
che GroBenordnung der K-Raten wie in Tabelle 3, je-
doch deutliche Unterschiede im Einzelfall (Beyer, 2002b).
Um letztere zu klaren, muss man die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von Wavelettransformierten nicht-normaler
Signale und die Auswirkungen von Inhomogenititen
untersuchen. Eine solcherart erweiterte Modellbildung
braucht ihren Platz und soll daher einer gesonderten Ar-
beit vorbehalten bleiben.

5 Schlussbemerkungen

Die Untersuchungen {iber K-Raten mit statistischen Hilfs-
mitteln wurde im Rahmen eines von der Deutschen For-
schungsgemeinschaft geforderten Projekts {iber »Relief-
bearbeitung im Waveletbereich« unternommen. Es sollte
schliissig begriindet werden, dass und warum die K-Rate
kein entscheidendes Kriterium bei der Wavelet-Wahl ist,
wenn man real existierende DGM, aus welchen Griinden
auch immer, in den WB transformiert; daher die numeri-
schen DHM-Beispiele im letzten Abschnitt.

Obwohl von vornherein klar war, dass wegen der Viel-
schichtigkeit der K-Frage im Allgemeinen nur qualita-
tive Antworten (quantitative nur unter einschrinkenden
Voraussetzungen, speziell fiir Signale als Realisierungen
stationdrer GauB-Prozesse) gegeben werden konnen, ge-
winnt man doch via Modellbildung Einblicke in Uber-
tragungsmechanismus und -wirkungen der WT, die mit
rein empirischen Experimenten mittels Wavelet-Software,
so wichtig diese auch sind, versagt bleiben. Das betrifft
besonders die Einfliisse des Signal-Rausch-Verhéltnisses
und der Signalkorrelationen auf K-Raten, ferner die vorab
festzulegenden Schwellwerte. Der Verfasser konnte dabei
von den geometrischen und algorithmischen Kenntnis-
sen des Projektbearbeiters Dr.rer. nat. G. Beyer und sei-
nem experimentellen Fundus profitieren. Herr Beyer hat
auch das Manuskript mit verbessert und bis zur Druckrei-
fe sorgfiltig gestaltet. Prof. W. Keller, Stuttgart, gab nach
kritischer Durchsicht des ersten Textentwurfs hilfreiche
Hinweise. Dr.-Ing. A. Borkowski, Wroctaw, hat numeri-
sche Rechnungen iibernommen. Allen genannten Herren
sagt der Verfasser seinen verbindlichsten Dank.
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