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Triangulationen und Adaptive Triangulationen -
ein Verfahren zur Ausdiinnung unregelmaBig verteilter
Massenpunkte in der Gelandemodellierung

Ulrich Lenk

Zusammenfassung

Der Artikel beschreibt Algorithmen fiir Triangulationen und
adaptive Triangulationen (AT) von 2.5D-Oberfl4chendaten. Es
wird eine Implementierung fiir unregelmaBig verteilte Mas-
sendaten beschrieben. Dabei werden gegeniiber bisherigen
Ansdtzen raumfiillende Kurven und Strukturen in den Ein-
gangsdatensatzen, d.h. die rdumliche Nahe von Punkten in
der Ebene und die sich aus den Aufnahmeverfahren ergebene
Ndhe der Punkte in der Eingabedatei, zur effizienten Vorge-
hensweise genutzt. Die Ergebnisse belegen die hohe Redun-
danz von Laser- und Facherecholotdaten, da in Abhdngigkeit
der Morphologie des Geldndes eine Datenreduktion von 70 %
ohne wesentlichen Genauigkeitsverlust der Approximation
moglich ist.

Summary

The article describes algorithms for triangulations and adap-
tive triangulations (AT) for 2.5D surface data. An implemen-
tation of an AT for irreqularly spaced points is outlined. In
contradistinction to existing methods it makes use of the
arrangement of data points along space filling curves. These
are inherent with common surveying data capture procedures
and associated with narrow relative positions in input data
sets. The approach yields in an efficient procedure for data
simplification. The results show high redundancies in available
bulk data sets based on laserscanning and swath bathymetry.
Depending on prevailing morphology data reduction of some
70% is feasible without loss of overall approximation ac-
curacy.

1 Einleitung

Gegenwirtig werden mit Laserscannern Massendaten zur
Beschreibung von Oberfldchen erfasst, die hohe Redun-
danzen aufweisen. Aus diesen werden Digitale Geldnde-
modelle (DGM) abgeleitet. Ahnlich verhilt es sich in der
Hydrographie mit Fécherecholoten. Bei der Modellierung
des Reliefs mit regelméBigen Punktgittern wird ein sol-
ches im Allgemeinen aus den Massendaten berechnet,
und es wird in der einfachsten Form nicht in seiner Dich-
te der Morphologie des Geldndes angepasst. Entsprechen-
de adaptive Verfeinerungen, z. B. durch Quadtrees (Samet
1990) sind moglich (z. B. Diisedau et al. 1987), werden je-
doch nicht standardmifBig in Softwarepaketen angebo-
ten. Demgegeniiber wird fiir das triangulierte DGM (tri-
angulated irreqular network, TIN) als Vorteil aufgefiihrt,

dass es sich in seiner Dichte der Morphologie des Geldn-
des anpassen kann (Peucker et al. 1976). Diese Aussage
stimmt fiir Massendaten nur bedingt, da hier die Geldn-
depunktdichte im Wesentlichen von der Aufnahmegeo-
metrie und Systemparametern, z. B. der Anzahl der Strah-
len eines Facherecholots oder der Anzahl der Messungen
pro Zeiteinheit in Verbindung mit der Aufnahmeplatt-
formgeschwindigkeit, beeinflusst wird. Eine morpholo-
gische Anpassung der Datendichte an ein Geldnde muss
daher im Anschluss an die Aufzeichnung der Daten rech-
nergestiitzt erstellt werden. Der Artikel beschreibt die Im-
plementierung einer Ausdiinnung von in der Ebene un-
regelméBig verteilten Massendaten. Beispiele von Laser-
und Fécherecholotdaten werden gezeigt und es wird auf
weitere Anwendungen hingewiesen.

2 Grundlagen von Triangulationen
2.1 Allgemeine Triangulationen

Eine Triangulation einer Punktmenge P entsteht, wenn
alle Punkte aus P durch einander nicht schneidende Ge-
radenstiicke verbunden werden, so dass jede Fliche
innerhalb der konvexen Hiille (convexr hull, CH) der
Punktmenge ein Dreieck ist. Die CH von P ist das um-
schreibende konvexe Polygon von P mit der kleinsten
Flache (O’'Rourke 1998). Sie kann anschaulich dargestellt
werden durch ein Gummiband, das um alle Punkte gelegt
wird. Weitere Definitionen finden sich z.B. bei O’Rourke
(1998). Die Triangulation von P ist nicht eindeutig, ver-
schiedene Triangulationskriterien werden z.B. von Ho-
schek/Lasser (1992) beschrieben. Die Delaunay-Triangu-
lation (DT) nimmt aus geoditischer Sicht unter all den
moglichen Triangulationen eine besondere Stellung ein,
da sie haufig in der Gelindemodellierung verwendet
wird. Das Delaunay-Kriterium (DK) ist fiir eine Triangula-
tion erfiillt, wenn sich innerhalb der Umkreise der Drei-
ecke der DT keine weiteren Punkte befinden. Degenerierte
Félle, in denen sich mehr als drei Punkte auf dem Um-
kreis befinden, werden z.B. von Lenk (2001a) behandelt.

Einen Uberblick zu Triangulationen im Allgemeinen
und DT geben Bern/Eppstein (1995). Lehrbiicher aus der
algorithmischen Geometrie, die Triangulationen behan-
deln, stellen z.B. die Werke von O’Rourke (1998) oder de
Berg et al. (1997) dar.

128.Jg. 1/2003 zfv | 47



Fachbeitrage

Ulrich Lenk, Triangulationen und Adaptive Triangulationen

2.2 Digitale Gelandemodellierung und
Triangulationen

Grundlagen der Geldndemodellierung mittels Triangula-
tionen bzw. DT und bedingten (constrained) Delaunay-
Triangulationen (CDT) finden sich in Lehrbiichern zu
DGM, z.B. Kraus (2000). Monographien stellen u.a. die
Arbeiten von Schneider (1998), Aumann (1994) oder
Buziek (1994) dar. Insbesondere die CDT ist fiir die Be-
rechnung morphologisch hochwertiger DGM durch In-
tegration von Strukturinformation in das TIN wichtig,.

Die Geldndemodellierung mittels TIN unterscheidet
sich gegeniiber allgemeinen ebenen Triangulationen
(Kap. 2.1) dadurch, dass den Punkten jeweils eine Hohe
als Attribut zugeordnet wird. Letzteres wird bei Triangu-
lationen, wie sie in der algorithmischen Geometrie be-
schrieben werden, im Allgemeinen nicht ausgewertet.
Dies ist vielmehr bei datenabhingigen Triangulationen
(data dependent triangulations, DDT) der Fall (z.B. Dyn
et al. 1990). Wihrend Dyn et al. ausfiihren, dass DDT
Vorteile gegeniiber DT aufweisen (s.a. Garland/Heckbert
1995), kommen Untersuchungen von Wang et al. (2001)
zu dem Schluss, dass DT im Bereich der angewandten Ge-
landemodellierung zu den giinstigsten Ergebnissen fiih-
ren. Die Diskussion von Triangulationskriterien ist nicht
Gegenstand dieses Artikels.

Im Folgenden wird bei der Triangulation von Punkten
das DK verwendet, da es sich als Quasi-Standard fiir TIN
etabliert hat. Betrachtet man die DT unter dem Aspekt der
Geldndemodellierung, so weist sie zusétzlich zum DK die
interessante Eigenschaft auf, dass die durch die DT gebil-
dete stiickweise linear interpolierende Oberfliche mini-
male Rauheit hat (Rippa 1990).

2.3 Algorithmen fiir (bedingte)
Delaunay-Triangulationen

Ein wichtiger Aspekt der DT ist, dass sie sich mit komple-
xen Optimierungen in O(nlogn) berechnen lisst. Lee/
Schachter (1980) stellen einen Divide & Conquer-Algo-
rithmus vor, bei dem das Gebiet vertikal in mehrere
Teilgebiete unterteilt wird. AnschlieBend werden diese
einzeln trianguliert und die Teilergebnisse zu einer voll-
stindigen DT zusammengeftihrt. Guibas/Stolfi (1985)
beschreiben den Algorithmus erneut auf der Basis der
quad-edge-Datenstruktur. Dwyer (1987) verbesserte das
Laufzeitverhalten des Divide €& Conquer-Algorithmus,
indem er zusitzlich zu den vertikalen Gebietsteilungen
auch horizontale einfiihrte. Fortune (1987) stellte das
Sweepline-Verfahren vor, bei dem die Ebene mit einem
horizontalen Suchstrahl tiberstrichen und wiahrenddessen
die Triangulation sukzessiv gebildet wird. Mirante/Wein-
garten (1982) nutzen einen radialen Suchstrahl. Fang/
Piegl (1992) verwenden die diinn besetzte Matrix (sparse
matrix) als Suchstruktur und verbessern durch Nutzung
eines Suchgitters (Fang/Piegl 1993) das Laufzeitverhalten
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ihres Algorithmus. Ein dhnlicher Ansatz wird von Buziek
(1994) beschrieben.

Inkrementelle Verfahren, die in Abs. 2.4 behandelt
werden, haben den Vorteil, dass P vor Beginn der Ver-
maschung nicht bekannt sein muss. Die Punkte werden
sukzessiv unter Wiederherstellung des DK in die DT ein-
gefiigt.

Verfahren zur Berechnung von CDT in Zusammen-
hang mit der Modellierung des Reliefs finden sich z.B.
bei Buziek (1994). Im Allgemeinen werden hierbei zu-
nichst alle Punkte nach dem DK vermascht, bevor die
Sollseiten (Zwangsseiten, bedingte Kanten) in das TIN in-
tegriert werden.

2.4 Inkrementelle Delaunay-Triangulationen

Ein wichtiger Algorithmus fiir noch vertieft zu behan-
delnde adaptive Triangulationen (AT) bzw. DT (ADT) ist
das inkrementelle Einfiigen eines Punktes in eine beste-
hende DT. Hierbei muss zunichst der Einfligeort des
Punktes im TIN lokalisiert werden, bevor der Punkt ein-
gefiigt werden kann. Da das beeinflusste Gebiet beim
Einfiigen eines Punktes ein sternférmiges Gebiet um den
Punkt (Dejiver/Dekesel 1982) und fiir die verschiedenen
inkrementellen Algorithmen gleich ist (s. de Berg et al.
1997), bildet die Zugriffsdatenstruktur bzw. die Lokali-
sierung eines Einfligeortes das Unterscheidungsmerkmal
hinsichtlich der Laufzeitverhalten.

2.4.1 Die Suche des Einfiigeortes in einer
Delaunay-Triangulation

Der einfachste Fall ist, alle Dreiecke linear mit dem ein-
zufiigenden Punkt und einem Punkt-in-Dreieck-Test zu
testen. Hierbei werden zur Identifizierung des Einfiige-
ortes maximal O(n) Dreiecke untersucht. Dies fiihrt beim
Einfiigen von n Punkten zu einer fiir die Praxis nicht ak-
zeptablen Komplexitit von 0(n?) (Guibas/Stolfi 1985).

Guibas et al. (1992) nutzen den Delaunay-Baum (DB)
von Boissonnat/Teillaud (1986), um einen schnellen Zu-
griff zu erzielen. Durch Randomisierung der Reihenfolge
der einzufiigenden gleichmaBig verteilten Punkte er-
zielen sie ein Laufzeitverhalten von O(nlogn), da der DB
nahezu ausgeglichen ist und eine maximale Tiefe von
O(logn) hat. Dadurch ergibt sich fiir n einzufiigende
Punkte die Gesamtkomplexitit von O(nlogn). Nachteil
des Verfahrens ist, dass der DB die Konstruktionshistorie
speichert und von der Einfiigereihenfolge abhingt.

Mulmuley (1991) stellt eine Datenstruktur vor, die un-
abhéngig von der Einfiigereihenfolge ist. Die Struktur hat
O(n) Ebenen, wobei jede Ebene eine Zufallsmenge der
nichstunteren Ebene bildet. Fiir jede Ebene wird die DT
gerechnet, und die Dreiecke, die sich zwischen zwei
Schichten iiberlappen, werden miteinander verkniipft.
Dies erlaubt eine Lokalisierungszeit von O(log?n), aller-
dings ist der Speicheraufwand hoch.
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Miicke et al. (1996) schlagen eine einfache Datenstruk-
tur vor. Sie reduziert die Anzahl der Punkte randomisiert
auf die Anzahl von n'/? Punkten und Zeiger von diesen
Punkten auf die inzidierenden Dreiecke. Fiir einen neu
einzufiigenden Punkt wird derjenige Punkt dieser Menge
bestimmt, der dem neuen Punkt am néchsten liegt. Von
diesem aus wird schrittweise unter Auswertung der Topo-
logie das Dreieck gesucht, das den einzufiigenden Punkt
enthilt (vgl. Devillers et al. 2001). Dies fiihrt fiir gleich-
miBig verteilte Punkte auf eine Komplexitit von 0(n*?),
die sich fiir ungiinstig verteilte Punkte auf O(n®?) erhéht
(Devillers 1997).

Klein (1995) nutzt als Beschleunigungsdatenstruktur
den Quadtree (z.B. Samet 1990). Da dieser bei der Ak-
tualisierung ein ungiinstiges Laufzeitverhalten hat, ver-
zichtet der Autor auf die Speicherung aller Dreiecke im
Quadtree. Er beschrinkt die Anzahl der eingetragenen
Dreiecke pro Zelle, um ausgehend von einem dieser
Dreiecke als Startdreieck den Einfiigeort unter Verwen-
dung der Topologie zu finden. Das Startdreieck der Suche
wird dhnlich wie bei Miicke et al. (1996) iiber Abstands-
berechnungen zu allen Punkten der betroffenen Quad-
treezelle gefunden. Die Punkte haben Verweise auf ein
inzidierendes Dreieck, das bei minimalem Abstand des
Punktes zum einzufiigenden Punkt das Startdreieck der
topologischen Suche darstellt.

Devillers (1997) beschreibt eine Datenstruktur mit ver-
schiedenen Ebenen dhnlich wie Mulmuley (1991), aller-
dings mit wesentlich einfacheren Beziehungen zwischen
den Ebenen. Nach seinen Angaben vermeidet dies ein
UbermaB an Speicherbelegung fiir die Zugriffsdaten-
struktur, allerdings ist die Verbindung zwischen zwei
Ebenen nicht direkt gegeben, sondern basiert auf einer
topologischen Suche dhnlich wie bei Miicke et al. (1996).
Die Ebene i umfasst die DT; einer Untermenge M; von
Punkten der Gesamtmenge M,. Die Bildung der M; basiert
auf einer Bernoulli-Auswahltechnik. Ein Punkt in M; ist
jeweils tiber ein inzidierendes Dreieck mit den DT; mit
j<i verkniipft. Die Anzahl der Ebenen ist nicht vorge-
geben sondern wird zur Laufzeit dynamisch aktualisiert.
Im Speicher werden alle Punkte und alle Dreiecke der DT;
vorgehalten.

Da das Verfahren von Guibas et al. (1992) zur effizien-
ten inkrementellen DT von unregelmiBigen Punkthaufen
fiir die folgenden Ausfiihrungen von Interesse ist wird es
ausfiihrlicher vorgestellt (vgl. de Berg et al. 1997). Dabei
wird um P ein umschreibendes Dreieck gelegt, das als
Waurzel fiir die Bestimmung der Einfiigeorter der nachfol-
genden Punkte dient (s. Abb. 1), d. h., P vereinigt mit der
Menge der Eckpunkte des umschlieBenden Dreiecks wird
trianguliert. Zur Festlegung des umschlieBenden Dreiecks
wird P einmal gelesen und es werden deren geometri-
schen AusmaBe bestimmt. Die Indices der Punkte des
umschreibenden Dreiecks sind aufgrund ihrer Position in
der Datenstruktur bekannt. Ausgehend von diesem Drei-
eck werden nun alle Punkte von P eingefiigt, wobei be-
achtet werden muss, dass die Eckpunkte des umschlie-

3M

3M

3M 3M

Abb. 1: Ausgangssituation bei der Suche nach dem
Einfligeort (nach de Berg et al. 1997)

Benden Dreiecks nicht das Endergebnis der DT von P und
dessen CH verfalschen. Bei dieser Vorgehensweise wird
der DB aufgebaut und fiir jeden einzufiigenden Punkt
durchlaufen. Am Ende werden alle Dreiecke, die mit den
Punkten des umschreibenden Dreiecks inzidieren, ge-
l6scht. Hierdurch wird die CH von P gebildet. Flir weitere
Details, insbesondere den Aufbau des DB, wird auf de
Berg et al. (1997) verwiesen.

2.4.2 Einfligen eines Punktes in eine
Delaunay-Triangulation

Ein einzufligender Punkt kann in ein Dreieck (Abb. 2, 1.),
auf eine bestehende Kante (Abb. 2,2.) oder, falls es sich
nicht um geometrisch disjunkte Punktmengen handelt,
auf einen existierenden Punkt fallen. Im ersten Fall wer-
den von dem Punkt zu den Eckpunkten des betreffenden
Dreiecks neue Kanten eingefiigt (Abb. 2, 1.a) und die drei
Kanten des Einfligedreiecks bzw. die betreffenden Drei-
ecke rekursiv hinsichtlich des DK tiberpriift (Abb. 2, 1.b).
Beim Einfiigen auf einer Kante wird diese geteilt, und es
werden von dem einzufiigenden Punkt zu den in den in-
zidierenden Dreiecken gegeniiberliegenden Punkten neue
Kanten angelegt (Abb. 2,2.a). Danach werden die vier
Kanten, die dem eingefiigten Punkt in den neuen (oder
gednderten) Dreiecken gegeniiberliegen wie im ersten
Fall rekursiv tiberpriift (Abb. 2, 2.b).

2.4.3 Diskussion der bestehenden Verfahren der
inkrementellen Delaunay-Triangulation

In den angegebenen Verfahren aus der algorithmischen
Geometrie wird im Allgemeinen davon ausgegangen,
dass es sich bei P um unregelmiBig verteilte Punkte in
der Ebene handelt, die in der zu verwendenden Eingabe-
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Inkrementelles Einfiigen eines Punktes

a.) Initiale Uberpriifung von drei Dreiecken

1.) in ein Dreieck 2.) auf einer Kante

Abb. 2: Inkrementelles Einfligen

b.) Rekursive Uberpriifung geénderter Dreiecke b.) Rekursive Uberpriifung gednderter Dreiecke eines Punktes in eine Delaunay-

datei zuféllig angeordnet sind. Dies ist jedoch in der Geo-
ddsie haufig nicht der Fall. Da Punkte durch Aufnahme-
verfahren sequentiell abgespeichert werden, finden sich
nacheinander aufgenommene Geldndepunkte auch direkt
hintereinander in der Datei.

In der Praxis der tachymetrischen Aufnahme erfasst
ein Messtruppleiter ein Gebiet mit moglichst geringem
Aufwand, d.h. er hilt P klein und nimmt diese mit mog-
lichst kurzer Laufstrecke und -zeit auf. Zu diesem Zweck
plant er das Abschreiten des Geldndes so, dass es mit ein-
maligen Ablaufen vollstindig abgedeckt wird. Er durch-
lauft das Gebiet quasi entlang einer raumfiillenden Kur-
ve (space-filling-curve, SFC), wie sie zum Teil von rdum-
lichen Datenbanken benutzt werden (Laurini/Thompson
1992). SFC bilden im 2D-Fall eine Ebene auf eine 1D-
Kurve ab. Die Ebene wird tesseliert, z. B. in Quadrate, und
die SFC traversiert die Ebene. Dabei besucht sie jedes Ele-
ment der Tesselation einmal. Hier wird der Begriff der
SFC wesentlich allgemeiner genutzt gegeniiber formalen
Darstellungen, wie sie in der Mathematik und Informatik
aufgestellt werden. Die SFC wird als Kurslinie betrachtet,
entlang der ein Gebiet abgetastet wird, und kann sich
z.B. auch iiberkreuzen.

Verfahren wie Facherecholotungen oder Lasermessun-
gen tasten die Gelandeflache mit einer der SFC dhnlichen
Systematik ab, wobei die Ebene nicht gleichmifBig tesse-
liert wird. Die Verfahren nehmen permanent Punkte auf,
die abgespeichert werden. Zur vollstdndigen Aufnahme
wird der Sensor wie bei der tachymetrischen Aufnahme
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entlang einer SFC {iber das Geldnde bewegt. Die Eigen-
schaft der systembedingten raumlichen Nihe der Punkte
im Gebiet, in Verbindung mit der sequentiellen Speiche-
rung der Punkte wihrend der Bewegung des Sensors ent-
lang der SFC, kann fiir eine effiziente Vermaschung mit
einem inkrementellen Verfahren genutzt werden.

Neben diesem Aspekt wird in der algorithmischen
Geometrie der Fall, dass in einem Datensatz Punkte an
identischen Positionen in der Ebene liegen, im Allgemei-
nen nicht betrachtet bzw. ausgeschlossen. Bei Aufnah-
meverfahren wie Laserabtastung oder Facherecholotung
ist dies jedoch nicht auszuschlieBen und kann bei be-
nachbarten Aufnahmelinien auftreten, wenn es zu Uber-
lappungen der Streifen kommt. Ein Einfiigeverfahren
sollte daher in der Lage sein, derartige Kombinationen in
den Daten aufzudecken und ggf. entsprechende Hinweise
bei auftretenden Diskrepanzen auBerhalb eines Toleranz-
bereiches zu geben, zumal dies als Qualititskontrolle ge-
nutzt werden kann.

3 Adaptive Triangulationen von Geldndepunkten
3.1 Allgemeine Grundlagen
Die Thematik der Ausdiinnung von Geldndedaten wird

nicht nur in der Geodisie behandelt, sondern auch in der
Computergraphik bei der Visualisierung von Landschaf-
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ten. Dabei miissen die Verfahren im Wesentlichen nach

ihren Vorgehensweisen unterschieden werden, d. h., ob es

sich um eine Ausdiinnung eines bestehenden TIN oder
das selektive Einfiigen von Punkten in eine DT zur Ver-
feinerung derselben handelt.

Der erste Ansatz geht von einer vollstindigen initialen
DT aus und birgt die Problematik, dass im Vorfeld alle
Punkte vermascht werden miissen. Eine vollstindige DT
kann bei hochredundanten Daten sowohl laufzeit- als
auch speicherkritisch sein. Dieser Ansatz muss weiter-
gehend untergliedert werden, ob bei der Ausdiinnung
einzelne Punkte geloscht oder Dreiecke durch einzelne zu
interpolierende Punkte ersetzt werden. Die letzte Vorge-
hensweise wird u. a. von Hamann (1994) beschrieben und
birgt den Nachteil, dass am Ende Sekundirdaten im Er-
gebnis enthalten sind und P sich dndert. Aufgrund dessen
und der Problematik, dass fiir beide Varianten zunichst
eine vollstindige DT notwendig ist, wird der Ansatz nicht
weiter betrachtet.

Der zweite Ansatz beginnt mit der triangulierten CH
von P und fiigt sequentiell die Punkte mit der aktuell ma-
ximalen Hohendifferenz zur bestehenden Oberfldche in-
krementell ein (Abs. 2.4.2). Nach dem Einfiigen eines
Punktes werden die Hohendifferenzen der noch nicht
eingefiigten Punkte zur nunmehr bestehenden Oberfla-
chenapproximation zumindest in dem von der letzten
Einfligung betroffenen Gebiet neu berechnet. Im An-
schluss wird der nichste einzufiigende Punkte gesucht.
Das Verfahren terminiert, wenn ein Approximations-
schwellwert unterschritten wird oder alle Punkte ein-
gefiigt wurden (z.B. Terribilini 1999; Abdelguerfi et al.
1997; Garland/Heckbert 1995; Heller 1990).

Insbesondere Garland/Heckbert (1995) befassen sich
mit Laufzeitverbesserungen des Verfahrens, da die
Schritte »Neuberechnung der Hoéhendifferenzen« und
»Auswahl eines einzufiigenden Punktes« aufgrund des
Lokalisierungsschrittes bei der Hohendifferenzberech-
nung und der Selektion des Punktes mit der maximalen
Hohendifferenz laufzeitkritisch sind. Sie fiihren u. a. fol-
gende algorithmische Verbesserungen ein:

1. Nutzung der Lokalitit einer Einfiigeoperation (ein
sternformiges Gebiet, s.0.); es werden nur Héhendif-
ferenzen von Punkten berechnet, die innerhalb dieses
Gebietes liegen (ggf. Approximation durch ein um-
schlieBendes Rechteck);

2. Speicherung der Ebenenparameter eines Dreiecks mit
dem Dreieck, da die Parameter in einer naiven Imple-
mentierung bei jeder Hohendifferenzberechnung neu
bestimmt werden und dieser Schritt fiir ein Dreieck so
oft erfolgt, wie Punkte innerhalb des Dreiecks liegen;

3. Schnellere Wahl des néchsten einzufiigenden Punktes
durch Speicherung von potentiellen Einfiigekandida-
ten in einem Bindrbaum, welcher tiber die Hohendiffe-
renz sortiert ist;

4. Schnellere Suche des Einfiigeortes durch Speicherung
eines Zeigers von einem Kandidaten zu dem Dreieck,
das diesen enthalt.

Zusitzlich erfolgt eine Auswahl der Punkte, die in den
Bindrbaum aufgenommen werden. Ein Dreieck kann ei-
nen oder keinen Kandidaten aufweisen, dies wird auf-
grund der Punktmenge innerhalb des Dreiecks und eines
Schwellwertes entschieden. Fiir Details wird auf Garland/
Heckbert (1995) verwiesen.

Zu beachten ist bei den zitierten Verfahren, dass diese
auf regelmaBigen Gittern als Eingabe basieren und nicht
direkt auf origindre Daten iibertragen werden kdénnen.
Die betrifft vor allem die Berechnung von Hoéhendiffe-
renzen und der CH. Gitterdaten lassen sich iiber Index-
berechnungen auf der Grundlage des umschlieBenden
Rechtecks rdumlich eingrenzen, woraus schnelle Lauf-
zeiten resultieren, wihrend dies bei unregelmafig verteil-
ten Punkten iiber ein Sortieren der Punkte in ein Such-
gitter oder mit anderen Techniken erfolgen muss. Weite-
re Darstellungen dieser Thematik werden z.B. von Erik-
son (2000), Ho (1999) und De Floriani et al. (1998) be-
handelt.

3.2 Adaptive Triangulation groBer Punktmengen
und Quasi-Echtzeit-Verfahren

Die AT sehr groBer P fiihrt aufgrund des Vergleichs der
Hohendifferenzen zur Bestimmung der maximalen Ho-
hendifferenz bzgl. des aktuellen TIN zu hohen Laufzeiten.
Daher werden fiir sehr groBe P verschiedene Techniken
eingesetzt, um die P in kleineren Teilmengen adaptiv zu
triangulieren bzw. die Punktmenge zu verringern. Dies
entspricht im Wesentlichen der Anwendung einer Fens-
tertechnik (vgl. Divide & Conquer-Ansitze). Im Weiteren
wird unterschiedlich verfahren.

Terribilini (1999) und Abdelguerfi et al. (1997) fligen
die vorab erstellten adaptiven Teil-DT zu einer Gesamt-
triangulation zusammen. Dabei sind die Kanten der CH
der Teil-DT als Zwangskanten einzufiihren, damit sich
die Approximationseigenschaften der Teil-DT nicht ver-
schlechtern.

Eine near-real-time Losung zur hydrographischen Da-
tenausdiinnung wird von Bottelier et al. (2000) beschrie-
ben. Die Autoren befassen sich mit Fécherecholotdaten
und beschreiben zwei Vorgehensweisen. Die erste Varian-
te ist facherbasiert und wendet eine Variante der Linien-
vereinfachung von Douglas/Peucker (1973) auf jeweils
einen Facher an. Dabei wird als Akzeptanzkriterium nicht
der horizontale Abstand eines Punktes zu einer Sekante
angenommen, sondern der vertikale Abstand zum bisher
bestehenden approximierten Facher. Ein sich einstellen-
der Effekt ist, dass von allen Fachern die duBersten Punk-
te verwendet werden, wodurch sich diese als Linienstruk-
turen in der endgiiltigen DT durchzeichnen. Werden bei
der Aufnahme nahe beieinander liegende Kurslinien mit
Uberlappungen gefahren, so resultiert daraus eine héhere
Datendichte in den Uberlappungsgebieten gegeniiber den
inneren Féacherbereichen (diese Aspekte werden von den
Autoren nicht diskutiert). Die Vorgehensweise wird von
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Bottelier et al. (2000) als »Linienalgorithmus« (line algo-
rithm) bezeichnet.

Die Weiterentwicklung wird von den Autoren als
»Ebenenalgorithmus« (plane algorithm) bezeichnet und
stellt eine AT dar. Dabei wird diese nicht auf eine groBe-
re Punktmenge angewendet, sondern immer nur auf eine
vorzugebende Anzahl aufeinander folgender Ficher. De-
ren CH wird durch die &duBersten Punkte des ersten und
des letzten Fachers approximiert und das entstehende
Viereck in zwei Dreiecke eingeteilt. Diese dienen als
Grundlage der AT. Akzeptierte Punkte werden sukzessiv
gesammelt und nach Abschluss der Datenausdiinnung in
einer DT vermascht. Ein mit dieser Vorgehensweise ver-
bundener Effekt ist, dass es durch die Verwendung der
approximierten CH dazu kommen kann, dass nicht alle
Punkte in der AT berlicksichtigt werden konnen, da
(Rand-)Punkte von inneren Fichern auBerhalb der ge-
niherten CH liegen konnen. Bei dieser Vorgehensweise
gehen immer die Punkte der gendherten CH in die DT ein,
wodurch die erhohte Datendichte in den Randbereichen
der Féacher reduziert wird.

4 Implementierung eines effizienten Verfahrens
zur adaptiven Triangulation

In Kap. 3 wurde das Prinzip der AT diskutiert und auf die
ADT von Quadratgittern nach Garland/Heckbert (1995)
detaillierter eingegangen. Im Folgenden wird eine Im-
plementierung fiir in der Ebene unregelmifig verteilte
Punkte vorgestellt. Fiir den Fall, dass die Punkte entlang
einer SFC aufgenommen wurden, arbeitet das Verfahren
besonders effizient. Da sich eine AT in die zwei Teil-
schritte »Bestimmung der CH von P« und »inkrementelles
Einfiigen der Punkte« gliedert wird in dieser Reihenfolge
vorgegangen.

4.1 Schritt 1: Initiale Triangulation und Bestimmung
der konvexen Hiille des Punkthaufens

Es gibt verschiedene Verfahren zur Bestimmung der CH,
die in der algorithmischen Geometrie entwickelt wurden
(z.B. O’'Rourke 1998; de Berg et al. 1997) und hier nicht
vertieft werden sollen. Die Verfahren gehen wie die all-
gemeinen DT von der unregelmiBigen Anordnung der
Punkte in der Ebene sowie von einer zufélligen Anord-
nung der Punkte in der Eingabedatei aus. Wie oben dar-
gestellt ist dies in der Praxis nicht immer der Fall. Da sich
die CH von P in Verbindung mit ihrer Triangulation er-
gibt, ist es naheliegend, diese Eigenschaft zu nutzen und
die Routinen der Triangulation auch zur Berechnung der
CH einzusetzen.

Die sequentielle Anordnung von Geldndepunkten ent-
lang einer SFC in der Eingabedatei kann bei einer in-
krementellen Triangulation vorteilhaft genutzt werden.

52 | zfv 1/2003 128.Jq.

Gegeniiber den Ausfithrungen zum Verfahren von Guibas
et al. (1992) wird auf den DB verzichtet. Der Algorithmus
startet wie bei Guibas et al. (1992) mit dem umschlieBen-
den Dreieck in Abb. 1. Der erste einzufiigende Punkt fallt
in dieses Dreieck, es ergeben sich drei Dreiecke. Durch
das Einfiigen eines Punktes ist mindestens eines der in-
zidierenden Dreiecke bekannt. Es kann als Startwert fiir
eine topologische Wanderung im TIN genutzt werden, um
den Einfiigeort des nichsten einzufiigenden Punktes zu
bestimmen. Wenn es sich bei diesem wie bei sequentiell
gespeicherten Punkten um einen Punkt handelt, der in
direkter rdumlicher Ndhe zum zuletzt eingefiigten Punkt
liegt, so wird auf diese Weise der Einfiigeort des nichsten
Punktes schnell und effizient gefunden.

Die topologische Suche im TIN wird dabei durch Aus-
wertung von rechts-links-Beziehungen zwischen den ge-
richteten Kanten K; des Dreiecks und dem einzufiigenden
Punkt realisiert. Durch ein Dreieck mit seinen Kanten
wird die Ebene in geometrische Orter eingeteilt (Abb. 3).

Durch Berechnung der Determinanten, die aus dem
Anfangspunkt P, und dem Endpunkt P, der Kante K, und
einem dritten einzufiigenden Punkt C gebildet wird,
kann ermittelt werden, ob sich C links, rechts oder auf K,
befindet (O’Rourke 1998). Im ersten Fall ist die Deter-
minante grofer, im zweiten Fall kleiner und im dritten
Fall identisch Null. Aus der Kombination der Ergebnisse
liegt_links, liegt_rechts und liegt_auf der drei Deter-
minanten, die mit den K; und C berechnet werden, kann
somit bestimmt werden, in welchem der dargestellten re-
lativen geometrischen Orter sich der Einfiigeort von C be-
findet. Falls C nicht in das Dreieck oder auf eine inzi-
dierende Kante (s. Abs. 2.4.2) oder einen inzidierenden
Punkt des Dreiecks féllt, wird die Suche mit einem adja-
zierenden Dreieck, das aus der Topologie des TIN be-
stimmt wird, fortgefiihrt. Der sich mit dieser Vorgehens-
weise ergebene Vorteil ist, dass Punkte an geometrisch
identischen Positionen identifiziert werden konnen.

Bei Aufnahme der Punkte entlang einer SFC in Kom-
bination mit einer sequentiellen Anordnung der Punkte
in der Eingabedatei ergibt sich ein lineares Laufzeitver-
halten des Algorithmus, da er wiahrend des inkrementel-
len Einfligens der Punkte die Triangulation entlang der
SEC traversiert. Diese Vorgehensweise kann auch fiir die
sequentielle Berechnung aller oder der neu zu berechnen-
den Hoéhendifferenzen genutzt werden.

Falls sich strukturelle 2D-Muster in der Eingabedatei
abzeichnen, so konnen diese ebenfalls fiir eine effiziente
Triangulation genutzt werden. Ein Beispiel ist eine zei-
lenweise Anordnung der Punkte bei Gittern. Hierbei kann
immer ein inzidierendes Dreieck des ersten Punktes einer
Zeile gemerkt werden, damit dieses beim Beginn der
nichsten Zeile genutzt werden kann (die Gittertriangula-
tion kann noch effizienter {iber Indexberechnungen er-
folgen, s. Lenk 2001a). Eine dquivalente Vorgehensweise
bietet sich bei Facherecholotungen an.

Eine Quelle zur weiteren Beschleunigung der Bestim-
mung der CH ist gegeben, wenn bei der initialen Trian-



Ulrich Lenk, Triangulationen und Adaptive Triangulationen Fachbeitrage

\ /
\ rechts von KO /
N rechtsvonK1| /

auf KO . |linksvonk2 | ,/ |rechtsvonKo

rechts von K1 —» <— auf K1

links von K2 N )/ links von K2

\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
auf KO Ny

links von KO “f“f K1 P2 rechts von K0
rechts von K1 links von K2 links von K1
links von K2 links von K2

links von KO auf KO
auf K1 links von K1
links von K2 links von K2
. links von KO
'r':ck:t;""l';r"(om links von KO links von K1 auf KO I’;‘:(hs‘f,;’g'l‘(fo
f K2 auf K1 links von K2 links von K1 £ K2
au auf K2 auf K2 au
\ K2 \
/ + \
/ \
. / . \
links von KO /’ - I!nks von KO \ rechts von KO
rechts von K1 / links von KO links von K1 auf KO \ :
f KA link Ki \ links von K1
rechts von K2 /’4— au auf K2 INKs von L rechts von K2
/ rechts von K2 rechts von K2 \\
/ \
/’ links von KO \
, links von K1 \\ . .
J/ rechts von K2 N Abb. 3: Geometrische Orter

bezogen auf ein Dreieck

gulation vor dem Einfiigen eines Punktes getestet wird,
ob er zur Bestimmung der CH notwendig ist. Es wird ge-
priift, ob er in ein Dreieck fillt, das inzident zu einem
Punkt des umschreibenden Dreiecks ist. Eine Beschleuni-
gung wird jedoch nur erzielt, wenn sich derartige Muster,
d.h. Folgen von Punkten, die wihrend der Vermaschung
in die bereits bestehende CH fallen, in der Datei finden.
Dies ist z.B. nicht der Fall, wenn ein Gitter zeilenweise
abgelegt ist. In diesem Fall liegt jeder Punkt, wenn er in
der Datei gelesen wird, innerhalb eines Dreiecks, das in-
zident zu Punkten des umschreibenden Dreiecks ist und
erweitert die CH der aktuellen Triangulation.

Nachdem die initiale Triangulation berechnet wurde
kann die CH bestimmt werden. Dabei wird der erste
Punkt der Triangulation gesucht, das TIN unter Verwen-
dung der Topologie und der Indices der Punkte des um-
schlieBenden Dreiecks traversiert und parallel die Punkt-
folge der CH aufgebaut. Nachdem die Punktfolge bekannt
ist, werden die Punkte trianguliert, womit der erste
Schritt des Verfahrens, die DT der CH, abgeschlossen ist.

4.2 Schritt 2: Inkrementelles Einfligen der Punkte

Nach der DT der CH von P kann mit dem sukzessiven
Einfiigen der Punkte begonnen werden. Das Einfiigen ei-
nes Punktes in eine DT bei bekanntem Einfiigeort lehnt
sich an Kap. 2.4.2 an. Die initiale Berechnung der Héhen-
differenzen der einzufiigenden Punkte bzw. die Bestim-
mung ihrer Orter im bis dahin bestehenden TIN kann mit
Techniken erfolgen, die in Kap. 4.1 vorgestellt wurden.

Die Verbesserung des Laufzeitverhaltens nach Garland/
Heckbert (1995) wurde in Kap. 3.1 vorgestellt.

5 Ergebnisse von Testrechnungen
5.1 Laserdaten

Als Laserdatensatz steht die Befliegung des in Abb. 4 per-
spektiv dargestellten Gebietes in der norddeutschen Tief-
ebene zur Verfiigung. Der Ausschnitt hat eine Ausdeh-
nung von 1km X 1km und enthélt 39.305 Punkte. Abb. 5
zeigt die initiale Triangulation des Datensatzes zur Be-
stimmung der CH, die mit dem Test »Liegt in aktueller
CH« berechnet wurde. Dabei gibt Abb. 5a.) einen Uber-
blick und Abb. 5b.) zeigt den Detailausschnitt mit den
eigentlichen Daten.

Abb. 4: Perspektive Ansicht des Gebietes der Laserdaten
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Abb. 7: Maximale Hohendifferenzen in der
adaptiven Triangulation der Laserdaten

Die initiale Triangulation zeigt, dass es sinnvoll ist, den
Test »Liegt in aktueller CH« durchzufiihren, da die end-
glltige CH mit einem Bruchteil von P bestimmt werden
kann. Man erkennt die Struktur der Aufnahmelinien. In
Randbereichen kommt es trotz des Tests zu einer hohen
Punktdichte. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die
Punkte anhand eines Koordinatenrechtecks aus den Ori-
ginaldaten gelesen wurden und dort damit die rdumliche
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Struktur der Punkte in der Datei gestort ist. Abb. 6 zeigt
links die triangulierte CH sowie rechts die AT mit einer
Toleranz von einem Meter und der erwarteten héheren
Punktdichte in Hangbereichen (vgl. Abb. 4).

Weitere Interpretationen konnen anhand von Abb. 7
geschehen. Es zeigt sich, dass es durch die Retriangula-
tion der sternférmigen Gebiete zu gednderten Hohendif-
ferenzen kommt, die wieder gréBer sein konnen als vor-
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her. Dabei kann die Streuung der Kurve als MaB der
Reliefrauhigkeit in Kombination mit der Messgenauigkeit
des Systems interpretiert werden. Ebenso zeigt sich die
Redundanz in den Daten. Mit nur 30% der Daten kann
die Oberflache mit einer Genauigkeit modelliert werden,
die der GroBenordnung der Varianz der Messwerte ent-
spricht. Interessant ist der Verlauf der Kurve. Nach steilen
Fall wird sie sehr flach und néhert sich Null. Es stellt sich
die Frage, wann das Einfiigen von Punkten abgebrochen
werden sollte.

In Abb. 6b.) wird der Abbruch mit einem Hoéhen-
schwellwert verwendet. Eine Variante wire, die Streuung
der Kurve zu beriicksichtigen, um z.B. das Einfiigen zu
beenden, wenn die Streuung der Approximationsgenau-
igkeit entspricht. Diese entspricht dann der Rauhigkeit
der Daten bzw. der Kombination von Relief- und System-
genauigkeit. Andere Maoglichkeiten beruhen auf der
2. Ableitung der mittleren Kurve, z.B. der Punkt mit der
maximalen 2. Ableitung oder der Ubergang in die geni-
herte Gerade.

5.2 Fidcherecholotdaten

Die Facherecholotdaten mit einer Ausdehnung von
500 m X 500 m stammen aus der Gegend vor Sylt und ent-
halten 84.667 Punkte. Es handelt sich um ein typisches
marines Relief der Nordsee, das dhnliche morphologische
Merkmale wie der Laserdatensatz aufweist. Daher wer-
den die Abbildungen fiir den bathymetrischen Datensatz,
die den Abbildungen 4-7 entsprechen wiirden, nicht
wiedergegeben. Sie zeigen gleichartige Charakteristika
und bestitigen alle dort gemachten Beobachtungen.
Interessanter als die Abbildungen ist der direkte nume-
rische Vergleich der Ergebnisse in Tab. 1, der die hohe Re-
dundanz von Laser- bzw. von Ficherecholotdaten belegt.

6 Schlussfolgerungen und Ausblick

Ein Ergebnis dieser Untersuchung ist, dass Verfahren aus
der algorithmischen Geometrie nicht notwendigerweise
am effizientesten fiir die Praxis sind. Es zeigt sich, dass
eine Vereinfachung der Massendaten sinnvoll ist, da in
Abhingigkeit der Morphologie des Geldndes eine Da-
tenreduktion um rund 70% ohne Genauigkeitsverlust
gegeniiber den zu erwartenden Messgenauigkeiten erzielt
werden kann. Es lohnt sich zumindest bei den Testdaten,
bei der initialen Triangulation den Test »Liegt in aktueller
CH« durchzufiihren, da zur Bestimmung der CH nur ein
Bruchteil von P benotigt wird.

Weitere Anwendungen von Triangulationen finden
sich in der objektstrukturierten 2.5D-Landschaftsmodel-
lierung, sie wird u.a. von Lenk (2001b) und Abdelguerfi
et al. (1997) beschrieben. Dort wird insbesondere die
Notwendigkeit der Datenausdiinnung betont. AT sind
dariiber hinaus auch fiir Objektextraktion von Interesse
(Axelsson 2000). Triangulationen finden immer mehr
Verbreitung in der Landschaftsmodellierung und effi-
ziente Entwicklungen sind notwendig, um Redundanzen
beim Aufbau groBer Datenbestdnde zu vermeiden.
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Art der Daten Schwellwert Knoten Knoten in % vom

[m] abs. vollen Datensatz
Féicherecholotdaten (FED) 0 84667 100
Initiale Triangulation der FED - 5397 6.37
Triangulation der CH FED 6.58 34 0.04
Adaptives TIN der FED 1 1602 5.44

0.5 8739 10.33

0.25 23891 28.22
Laserdaten (LD) 0 39305 100
Initiale Triangulation der LD - 5157 13.12
Triangulation der CH der LD 5.35 29 0.07
Adaptives TIN der LD 1 253 0.64

0.5 1327 3.38

0.25 5123 13.03

0.15 11165 28.40

0.10 17245 43.87

Tab. 1: Ergebnisse
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