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Die Reduktionen von GRACE-SST Daten zwecks
Aufbereitung zu einer Spektralanalyse

Chunfang Cui und Dieter Lelgemann

Zusammenfassung

Die zur Bestimmung der Kugelfunktionskoeffizienten des
Erdgravitationspotentials gemessenen GRACE-SST-Daten
konnen mittels einer Encke-Methode so reduziert werden,
als ob die Satelliten auf einem kreisformigen, zyklischen
Orbit geflogen wiéren. Die sog. »Lumped coefficients« derart
reduzierter Daten sind mit den Kugelfunktionskoeffizienten
tber eine in kleine Blocke zerfallende Normalgleichungsmat-
rix verkniipft.

Summary

GRACE-SST-Data observed for the purpose of the determina-
tion of spherical harmonics of the Earth gravitational field
can be reduced by a method developed by Encke as if the
satellites had flown in a circular cyclic (repeating) orbit. The
so-called »lumped coefficients« of those reduced data are
connected to the spherical harmonics by a very sparse normal
equation matrix.

1 Einfiihrung und Zielsetzung

Ziel der GRACE-Mission ist es, mittels Satellite-to-Sa-
tellite-Tracking (SST)-Daten das globale Gravitations-
felde der Erde - in Form von Kugelfunktionskoeffizien-
ten - sowie dessen zeitliche Anderungen zu bestimmen.

Traditionell verwendet die Geodé&sie zur Datenanalyse

zwei unterschiedliche methodische Konzepte:

* man nutzt die Original-Messdaten und ein entspre-
chend kompliziertes funktionales (d.h. geometrisch-
physikalisches) Modell

* man reduziert zunichst die Original-Messdaten mit
dem Ziel, die reduzierten Messdaten mit einem mog-
lichst einfachen Modell zu beschreiben, das im Ideal-
fall nur noch die gewiinschten GréBen (im Fall von
SST die Kugelfunktionskoeffizienten) als unbekannte
Parameter enthélt.

Beide Methoden sollten, sachgerecht durchgefiihrt, zu
identischen Resultaten fiihren.

Ziel einer SST-Datenreduktion ist es, diese so zu redu-
zieren, als ob der Satellit auf einem kreisférmigen,
zyklischen Orbit fliegen wiirde. Die Original-Messdaten
sind hierzu um folgende Effekte zu reduzieren:

a) Oberflachenkrifte (mittels Akzelerometerdaten)

b) Drittk6rper-Gravitationseffekte (Sonne/Mond)
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c) Gezeitenkrifte insbesondere  fiir
Ozeangezeiten)
d) Reduktion wegen der Exzentrizitit e # 0 der mittle-

ren Bahnellipse.

(Massenmodell

Eine derartige Datenreduktion ldsst sich mittels einer
von dem fritheren Direktor der Berliner Sternwarte Jo-
hann Franz Encke (1791-1865) konzipierten Methode
durchfiihren, wie im Folgenden gezeigt wird. Der An-
fangs-Zustandsvektor der hier so genannten »Encke-
Bahng, auf die der Satellit fliegen wiirde, wenn nur die
Erdgravitationskrifte auf ihn wirken wiirden, sollte im
Hinblick auf die Spektralanalyse so gewihlt werden,
dass diese Bahn einem zyklischen (repeating) Orbit ent-
spricht.

Das Spektrum der Bahnstérungen und damit der SST-
Daten eines zyklischen Orbits ist wohl definiert. In
einem weiteren Auswerteschritt kénnen daher, bei (mit-
tels einer analytischen Integration der Bewegungsglei-
chungen bestimmten und damit) bekannten Frequenzen
fiir die SST-Daten, zunéchst SST-»Lumped« Koeffizien-
ten berechnet werden und dann aus diesen mittels eines
in kleine Blécke zerfallenden Normalgleichungssystems
die Kugelfunktionskoeffizienten des Erdgravitations-
feldes.

2 Bahnreduktion mittels der Encke-Methode

2.1 Encke-Zerlegung des Systems der
Bewegungsgleichungen

Es sei

9Z _ 900 (2.1.1)
dt

ein System von Differentialgleichungen, wobei

Z =(z,,z,,..,z,) der unbekannte Zustandsvektor sei; ®
und A® sind bekannte Funktion von Z und ¢, und

lA] /@] = 0(e) << 1.
Das System (2.1.1) ist unter der Anfangsbedingung

(2.1.2)
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zu 16sen. Es sei weiter

Z=27(t,2,) (2.1.3)
die Losung des reduzierten Systems

dz =

—=0(Z 2.1.4
——=2(Z) (2.1.4)
unter der Anfangsbedingung

Z(t,)=Z,. (2.1.5)

Damit ldsst sich die Losung des System (2.1.1) zerlegen
in

Z(t)=Z()+AZ(1), (2.1.6)
wobei die Funktion AZ(t) das System

dﬁ—tz =®(Z,1)- D(Z,1) + AD(Z,1) (2.1.7)
und die Anfangsbedingungen

AZ(t,)=0 (2.1.8)
erfiillt. Linearisierung fiihrt zu

dAZ _0®(Z,t) AZ +AD(Z,t) (2.1.9)

Das sich ergebende System (2.1.9) erweist sich als linea-
res System und ldsst sich unter der Anfangsbedingung
(2.1.8) (numerisch oder analytisch) ohne Schwierigkeiten
16sen.

2.2 Anwendung der Encke-Methode zur
Bahnreduktion

Das Gleichungssystem der Satellitenbewegung sei ange-
geben durch

d_ _OoF OR,

dr E)r ar I
d__ 9F R,
- oF oF
d_0F R,
EG E)u Ju PR

4o 9F R T otisinuf?

d  9G oG G ’

d E)F

—H= cosif’ —sinicosu
dt Q a ( b g )

d__OF R,

+— (sini)f1 sinufy (2.2.1)

dt OH 0oH G
(GauB-Lagrange-Gleichungen.)

Dabei sind Z:(i,G,H;r,u,Q) die die Bewegung be-
schreibenden Hill-Variablen (r und 7 - der Radiusvek-
tor und die radiale Geschwindigkeit, G und H - der
Drehimpuls und seine polare Komponente, u - das
Argument der Breite des Satelliten, Q2 - die Lange des
aufsteigenden Bahnknotens), die als Unbekannte zu be-
trachten sind.

1., 1G 1. 1G
Fe=o—io——t g V=——j—— 1 Hyp
2 2r

(2.2.2)
ist die Hamilton Funktion. V ist das Potential des Erd-
schwerefeldes; w/r ist sein Hauptteil (Punktmassen-
potential); R ist der Stéranteil. R, ist die Storfunktion
infolge der Gravitationswirkung der Sonne und des
Mondes. (f’,f’, f!) sind die Komponenten sonstiger
auf die Satellitenbewegung wirkender Krifte beziiglich
des GauB-Koordinatensystems (radiale, transversale und
normale Komponente).

Die rein durch die Erdgravitation gesteuerte Satelliten-
bewegung (Z :(i,G,H;?,L_t,Q)] wird bestimmt durch
das Gleichungssystem

dz_0OF de_OF dg_OF

a  orl.,’ dt  oul,,’ " 0Ql,.’

17__3_1: i,/—t__a_F iﬁ__a_F

d  ofl.,’ dt oGl  ~dr  0H|.
(2.2.3)

Das linearisierte reduzierte System nimmt dann die in
Box 1 dargestellte Form an.

Dabei ist beriicksichtigt, dass die Funktion R von r
unabhingig ist sowie die partielle Ableitung OR/0Q
von der GréBenordnung OE)C(Z)OZ) und daher vernach-
lassigt werden kann. Zur Berechnung der partiellen Ab-
leitungen von R brauchen nur die C,,-Terme bertick-

sichtigt werden; es ergibt sich daher
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d . 2G 0 dR 0 OR G’ L 9 dR d dR IR,
—Ar = AG+——AH + —3—+2— Ar+——Au + f
dt ( oG ar) oH or ( or ar) ou ar or 5
d 0 dR 0 OR 0 dR 0 JR oR
—AG=——"ACG+——AH+——Ar+— ¢
dt oG du oH du or du Bu ou Ju
d . .
EAH: BS; +r(coszf2g —smlcosuff),
iAr =Ar,
dt
d 1 d dR 0 dR G 0 JR 0 JR oR, r
—Au=|—--————|AG———==——AH - Ar ———Au ——%——cotisinuf/,
dt (rz oG BG) 0H J0G ( ar BG) ou oG oG G &
d 0 JdR o0 OR 0 dR 0 OR OR, , r, . .1
—AQ=————AG————AH ———Ar ———Au——=+—(sini) sinuf?. 2.2.4
dt oG oH oH oH or oH ou oH oH G( ) & ( )
Box 1
_tp(aY ) . oR _3pu g
R_Z7(7) Cop ((1—3cos2 1)—3(1—coszl)coszu)+0(C(2)02). =3 r( ) C(Z)O(l—cos2 1)51n2u
2
IR 3 0\ ia—R:BE(ﬁ) Cop (1 cos 1)c052u. (2.2.5)
T —E%(—f) Cyp €08” i (1~ cos2u) duou rir
.
d0R 9 u (a ZC i1 )
369G 2r\ 7 ) Fen s (1~ cos2u) 2.3 Eine durch das Erdgravitationsfeld erzeugte Bahn
0 OR u(aY . . o .
SHIC Ber - Cop cosi(1—cos2u) Die durch das Erdgravitationsfeld gesteuerte Bahn sei
, mittels einer analytischen Lésung angegeben:
aig—g =2 tl (ﬁ) Cayo €08” i(1—cos2u) s
r 2r°G\r X= X+8_+
OOR_sufa 2C cos’isin2u aY 23.1
uoG rG\r) @ y=v-2 4
oX
_3u a_ cosi(1- cos2u) wobei X =(#G,H), Y =(r,u,Q) die Hill-Variablen
8 ) rG r Con sind; s=s(X,Y) ist die sog. Erzeugende Funktion.
d oR 3
SHOH 2 Copo (1—cos2u) Die Anwendung der Formel (2.3.1) folgt der Regel: Alle
) GroBen auf der rechten Seite entsprechen der mittleren
ia_Rzg tl ﬂ) Cop cosi(1—cos2u) Bahn, wéhrend alle GroBen auf der linken Seite die ge-
droH 2r'G\r stérte Bahn angeben.
2
a—aug—fl —3% a_;) Clpyo COSiSin2u
2.3.1 Definition der mittleren Bahn
2
?9_1:__%1%(%) Copo ((1 3cos’ 1) 3(1—cos2 i)cosZu) G und H:
2 G =const, H =const (2.3.2)
aig_R = 3%(£) Copo ((1 —3cos” i) —3(1-cos’ i)cosZu)
ror rAT und daher
d0R  9u(aY
55 = _E%(TE) CZ)O (1 cos 1) sin2u i=const .
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7 und r:

FZ
——1=p-1=ecosf,
ur

2:1):45'sinf. (2.3.3)
u

wobei I'=T(G,H) eine Funktion der Variablen G und
H ist, welche sich mittels

1 , .
G =T {1 + Voo (1-3¢08” i)+ 2 Y0 Foron (1)} (2.3.4)

p=2

definieren l4sst mit der Abkiirzung

ua, \”
Ypp = (F_ZE) Cappo-

Offensichtlich erhilt man dann I' = const .

Die zeitliche Anderung der wahren Anomalie f wird
zerlegt in

f=M+E€,

M-M,=n(t—t,). (2.3.5)

Die GroBe €, »equation of centre« oder Zentrumsglei-
chung genannt, ist eine bekannte periodische Funktion
der mittleren Anomalie M und hingt von der Exzentri-
zitit e ab, wobei e=const. Die »mean motion«
n=dM [dt lasst sich berechnen mittels

2

n =(1+E,,)%(1—e2)3/2 (2.3.6)
wobei
3 2 2 . 4 .
=—— 10(1-6 5
& 8 Y ( ( cos’ i+ 5c¢os 1) 037)

+(5—18coszi+5cos4 i)ez)(l—ez)l/z

ein kleiner Korrektionsterm ist.

u und Q werden wie in Box 2 abgebildet definiert.

u und Q:

ar 2 232
u—uy =5 (= f)nis(-e) e-1,),
_or Wy
Q—QO_BH(f fo)+§ra(l e) (t-t,),

mit den Abkiirzungen

G

mit den Abkiirzungen

sini

3 1 1 , .
T= EY(Z)" (1 + ZY(Z)" (l - 302))c +— sztzmo E) 0, (1)

(2.3.8)

n= %y(zz)o (4£(4(4 —5cos” i)+ (9 5cos’ i)ez)cos2 i —3—2(2(15 —66c0s” i +35¢os’ i)+ (5—18cos i + 5 cos* i)ez))

(=2 Yoo (4£(4(4—5c052 i)+(9—5cos’ i)ez)cosi+§—ll;(2(l5—66coszi+35cos4 i)+(5-18cos” i +5cos* i)ez)) :

128 G
(2.3.9)
Die GroBen I'/G, dI'/dG und o' /dH sind zu berechnen mittels
r 1 3 . . .
=17 Yen (1 =5 Yor (1-3cos’ 1))(1 —3cos’i) - E;Y[zp]o E 00, (1) (2.3.10)
P2

und
or or
X ovs, L 2.3.11
oG oH ( )

3 . 1 . . . , . .
o= ZY(Z)(’ ((1 —5c0s’ 1) + zy(m (1 1—45cos’ 1)(1 —3cos’ 1)) + zpyup]o (4p-1)E,,, (i) - szlzmo E, o, (D)coti

(2.3.12)

Box 2
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2.3.2 Die Erzeugende Funktion und ihre partielle
Ableitungen

Fir die Anwendung der Encke-Methode sind nur die
Geopotentialstorungen der ersten Ordnung (GréBenord-
nung von C,, = 107) zu beriicksichtigen; entsprechen-
de Terme der Erzeugenden sind

1 . . .
= —gl"y(z)o {(1 — cos i) (3sin 2u +4(p —1)sin 2u — 2vcos2u)
-2(1-3cos) U} —-T'(0)" [Yecos(u— f)
+HF{3752)0 sin’i(1-15cos”i)e’ sin (2u —2.f) + 16L‘“’}
x(o) " e’sin(2u—2f)+ O(C(Z)OZ),

(2.3.13)
wobei
L(D) = zy(wz;ﬂ)o (Zp) F(1+2p)op (1) ’
L= ZV 242p o 1+ 2}? Zp) (2+2p)0p (1) (2.3.14)

die zonalen »Lumped Coefficients« der Bahnvariablen
sind. Die sog. Stérungen der Bahnvariablen werden
durch die partiellen Ableitungen der Erzeugenden Funk-
tion bestimmt; diese sind in Box 3 dargestellt.

2.4 Die Kraftterme

Es gibt zwei Arten von Krafttermen im Gleichungs-
system (2.2.4): die luni-solaren Storkrifte (erfasst durch
die partiellen Ableitungen der Stérfunktion R ) und die
mittels Akzelerometer messbaren Oberflichenkrifte (re-
prasentiert durch ihre GauB-Komponenten f7,f’, f7).
Die luni-solare Storfunktion ist mittels

(2.4.1)

2
v, :ﬁ[L) P, (cosya)
T

T\ "

angegeben, wobei p, und r, den Gravitationskoeffi-
zienten und den geozentrischen Radiusvektor des Stor-
korpers (Sonne oder Mond) angeben; P, (cosy,) ist das
Legendre-Polynom zweiter Ordnung; 7, ist die geozent-
rische Elongation zwischen dem Stérkérper und dem
Satelliten. Die Position des Stérkorpers sei mittels seiner
Kugelkoordinaten angegeben und die des Satelliten mit-
tels der Bahnvariablen (r,u,€,i) ; dann erhilt man

cosy, =sin@, (cosucos(Q—-2,) —sinusin (Q -1, )cosi)

+cos0, sinusini
(2.4.2)
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Aus (2.4.1) und (2.4.2) lassen sich die partiellen Ablei-
tungen berechnen wie in Box 4 dargestellt.

3 Reduktion der Messungen
3.1 Datenreduktion zu der reduzierten Bahn

Das Messdatenmodell sei gegeben durch

E=r(u-u,), (3.1.1)
wobei r der Radiusvektor der Satelliten ist (fiir beide
Satelliten als gleich angenommen); u und u, sind die
Argumente der Breite der Satelliten (angenommen
u—u, <<1). Alle in (3.1.1) auftauchenden Variablen
sind beziiglich der realen Bahn definiert.

Differentiation ergibt

A& =(u—u,)Ar+r(Au—Au,),

wobei A die Differenz zwischen der realen Bahn und
der reduzierten Bahn (d.h. der allein durch die Erd gravi-
tation gesteuerten Bahn); sie sind gegeben durch die
Losung des Gleichungssystem (2.2.4). Da u—u, <<1 an-
genommen wird, ist die GroBe Au—Au, von hoherer
Ordnung. Das fiihrt zu

A&:(u—ua)Ar:Q%. (3.1.2)

Das ist die Formel zur Reduktion der Messdaten infolge
der Oberflichenkrifte und der luni-solaren Gravitation.
Damit ergibt sich die reduzierte Messung beziiglich der
reduzierten Bahn zu

(3.1.3)

E-g-az=g(1- -2l

wobei 7 der Radius der Satelliten auf einer reduzierten
Bahn wire.

3.2 Datenreduktion zur Beseitigung von Komponen-
ten infolge der Abplattung und der Exzentrizitat

Das Ziel der SST Mission liegt in der Bestimmung der
Kugelfunktionskoeffizienten des Erdschwerefeldes von
hoherem Grad und Ordnung. Die dazu beitragenden
Informationen sind numerisch klein (von der Ordnung
O(C(Z)OZ) ). Die Messungen enthalten aber nicht nur der-
artige Informationen, sondern auch Informationen tiber
die Einfliisse des Abplattungsterms. Die letzteren sind
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’ in”i(1-15cos’ i
%_1161;%"[ (l—3coszi)+sin2icoszu—Sm(ll(__r)cosf?)s 1)ecos(2u—f)]
1re 1

RS D S © B ”
31 7, (1=5c08 i)(4L sinu + L% cos(2u f))+O(C(2)0 )

ds, 1pu 1-15cos’i 16 2 9 e
ar lGF['Y(ZOSIH 1(851n2u—mesm(2u—f))+w(4ﬂ cosu— I C‘Sln(Zu—f)) pz
+0(Cpy’)
%:iy(z)o(%(l—koszi)sinZu—Z(l—Gcoszi)l)+2(l—3coszi)(p—l)sinZu—Z(l—Zcoszi)ucosZu)
1 (l—cos2 1')(l—l5cos2 i) ) ) 2(llcoszi—30cos“i+75cos6 i) )
+5,Ye [ oo (4esin(2u— f)+e’sin2u)+ (—5cos i)z e’ sin(2u—2f)
4 1 49 OL” . 3-35cos’i ) 1
+= — || L” ———coti- — L |ecos(u— f)—L”| 2cosu +—ecos(u+ f)
3 Yo (l—5cos 1) di 2(1—5cos 1) 2
1 1 o OLY 3-25co0s’ i
—— I - ti— 1) |e*sin (2u—2f) - ) (4esin (2u — f)+ ¢ sin2
67(2)0(1—5c052i)(( T — e’sin(2u—2f) (4esin(2u— f)+ e’ sin2u)
+0(Cy’)
e 2.
%Z—%FY(Z)O%(‘I(I—F)COSZ i)(3cos2u +4(p —1) cos 2u + 2vsin 2u) — (1- 15 cos’ i)ezcos(Zu—Zf))
+ll";(4lf°esm( — f)+ L%’ cos (2u — 2f))+O(C )

3 Yo (1-5cos”i)

ﬁ:ly(z)ocosi (3sin2u — 6v+ 4 (p —1)sin2u — 20cos 2u) - 11-30cos’ 1+752COS 1 e’sin(2u—2f)
oH 4(1-5cos”i)

_ 0) . 2 o3 _ °) i
4 ecos(u-f) (_ 1 oL L _10cosi ﬁo))_'_l e’sin(2u Zf)( 1 oL mﬁ”)w(%oz)

37(2)0(1—5c052i) sini di 1-5cos’i 67(2)0(1—5c052i) Csini i 1-5cos’i

d 2
a_g:“o(%") (2.3.15)

mit den Abkiirzungen

BO) = 2 Y(1+2p)0 (Zp) (417 - 3) F;Hz‘”)o‘” (1]

p21

2Y2+2 0 l+2p 2p)(4p—l) (2+2p)0 (1]

20
2.3.16
BL‘” (2.3.16)
= ZY 1+2p 1+2P (1’]
p21
BL(E
Ji _2Y2+2p0 l+2p)(2p) (2+2p)0 (1]
P20

Box 3
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2
a [L) cosYy, (COS 6, cosusini —sin®, (sinucos(Q— 2, )+ cosusin(Q -2, )cos 1)) ,
Ta

2
%——3 = L) cosYy,sin@, (cosusin(Q—ka)+sinucos(Q—ka)cosi)
T\
2
%RG“ :3;: [L) cosy, (sinea sinusin(Q—2,)sini +cos6, sinucosi)c_—
a\Ta
2
%:—32—”[1) cosY, (sin®, sinusin (Q -2, )sini+ cos, sinucos 1)L
L\

0S1
sini

. (2.4.3)
sinti

Box 4

u

{&,5}= —l[r—z)(AM) (y(z)o ((1 —3cos” i)+ 2(1-cos” i)cos Zu) +4(c)" [Vsin u)
+—[%)(N\/1){‘W(z)o (1=3cos” i) (p—1)+3Y,,, (1— cos” i) (p— 1) cos2u+12(0) ' L (p—1)sinu ,  (3.2.1)

—(o)” ( % Yoy sin” i(1—15cos i)+ ﬁf))((p —1)cos2u + vsin 2u)}

Box 5

numerisch dominierend (von der Ordnung O(C(Z)O(Z)O))
und kénnen moglicherweise die Datenverarbeitung er-
schweren. Um dies zu vermeiden, werden die Mess-
komponenten dieser Ordnung aus den Daten abgezogen.
Dazu fiihrt man die Erzeugende Funktion (2.3.13) in das
Messmodell ein (siehe Cui und Lelgemann 2000); es er-
gibt sich die in Box 5 dargestellte Form als Modell der
zu beseitigenden Einfliisse. Alle weiteren Formeln zur
Reduktion der Exzentrizititseffekte sind (Cui und Lelge-
mann 2000) zu entnehmen.

Abschlussbemerkung

Mittels der in (Lelgemann 1983), (Cui und Lelgemann
1995), (Cui 1997), (Lelgemann und Cui 1999) und (Cui
und Lelgemann 2000) publizierten Grundlagen und der
in dieser Arbeit angegebenen Reduktionsmethode steht
nunmehr ein ausgearbeiteter Algorithmus zur Auswer-
tung von GRACE-SST-Daten im Spektralbereich zur
Verfiigung. Er mag eingesetzt werden als (auch mit einer
nur einfachen Computer-Ausstattung praktizierbaren)
Alternative zu den bisher entwickelten Methoden einer
Datenanalyse im Zeitbereich.
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