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Erganzung zu »Erstellung eines digitalen Hohenmodells (DHM)

mit Dreiecks-Bézier-Flachen«

Norbert Pfeifer

1 Einleitung

Der vorliegende Artikel nimmt Bezug auf die Publikation
»Erstellung eines digitalen Hohenmodells (DHM) mit Drei-
ecks-Bézier-Fldchen« von H. Hihnle und E. W. Grafarend
in zfv 3/2002. In diesem Beitrag werden Bézier-Dreiecke
vorgestellt und die Méglichkeit eines DHMs auf Basis der-
selben diskutiert. Ein paar Ergédnzungen vervollstindigen
diese interessante Publikation.

Es gibt mehrere Mdoglichkeiten um aus willkiirlich im
Raum verteilten Punkten ein H6henmodell zu erstellen.
Eine solche ist die Triangulierung der Punktmenge, aber
- zurecht von Hahnle und Grafarend erwéhnt - die »Glatt-
heit« eines solchen TINs (triangular irregular network) ist
unzureichend. Es ist daher naheliegend, die ebenen Drei-
ecke eines TINs durch gekriimmte Patches (lokale Fli-
chenstiicke) zu ersetzen, die entlang von gemeinsamen
Randkurven aneinanderstoBen. An diesen Ubergingen
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muss gewdhrleistet werden, dass die Tangentialebenen
stetig variieren - also nicht nur innerhalb des Patches,
sondern auch beim Ubergang von einem zum nichsten.
Das wird als geometrische Stetigkeit erster Ordnung be-
zeichnet, eine entsprechende Fliche ist »glatt«. Liegen die
Punkte in einem regelméBigen Gitter vor, so ist eine Inter-
polation durch sog. Tensor-Produkt-Bézier-Flachen (TP-
Flachen, Hoschek und Lasser, 1992) sicher besser geeig-
net. Natiirlich ist die Triangulierung viel allgemeiner, au-
Berdem kénnen auch tatsdchlich 3-dimensionale Gebilde
wie Uberhiinge und Héhlen damit modelliert werden.

Es gibt also ausreichend Griinde sich mit glatten Ho-
henmodellen auf Basis einer Triangulierung auseinander-
zusetzen. Im Folgenden werden noch weitere Vorteile der
Darstellung von bivariaten Polynomen mit der Bernstein-
Basis angefiihrt. Anschliessend wird auf Flichenverban-
de mit Bézier-Dreiecken eingegangen. Der folgende Text
baut auf der oben erwdhnten Publikation auf, eine Wie-
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derholung von dort schon Erwidhntem wurde weitge-
hend vermieden. Ebenso ist die Nomenklatur tibernom-
men worden.

2 Ergdnzung zu Dreiecks-Bézier-Flachen

Ein wesentlicher Vorteil der Darstellung bivariater Poly-
nome mit den Bernstein-Polynomen B ik als Basisfunk-

tionen im Vergleich zur monomischen Darstellung! ist die
geometrische Bedeutung der Koeffizienten des Polynoms,
also der Werte b; ; x. Beispielsweise liegt das Flachenstiick
stets in der konvexen Hiille des Kontroll-Netzes (Kontroll-
Polyeder, Bézier-Netz). Das Netz ist aus Dreiecken zu-
sammengesetzt, bei einem Polynom vom Grad 3 hat man
6 Dreiecke A(bi+1,j/k/ bi,]qu,k, bz',j,k+1)/ i+j+k+1=mn
(siehe auch Abb. 1.5 in Hihnle und Grafarend, 2002).
Ein weiterer groBer Vorteil liegt darin, dass eine Kon-
struktion der Fliche mit dem de-Casteljau-Algorithmus,
dhnlich dem der Bézier-Kurven, méglich ist. Nach der
Festlegung eines zu konstruierenden Punktes im Parame-
terbereich - baryzentrische Koordinaten (u, v, w) - wird
das Parameterdreieck affin auf die Dreiecke des Kontroll-
Polyeders abgebildet. Der Punkt im Parameterdreieck wird
dabei mitabgebildet, und genau die Abbilder dieses Punk-
tes liefern wieder ein Kontrollpolyeder, allerdings mit ei-
ner Dreiecksreihe weniger. Diese Konstruktion wird auf
das soeben erhaltene Netz angewendet und solange ite-
riert, bis das jeweils neue Kontrollpolyeder auf einen ein-
zelnen Punkt zusammenschrumpft. Dieser ist dann der
gesuchte Punkt auf der Fliche. (Diese Aspekte sind auch
im Lehrbuch Kraus, 2000 angegeben.)

Damit wird aber nicht nur ein Punkt auf der gekrimm-
ten Dreiecksflache konstruiert, man erhilt auch drei neue
Kontroll-Polyeder, die in Summe das gleiche Fldchenstiick
beschreiben. Jedes dieser Polyeder liegt ndher an der Fli-
che als das urspriingliche. Eine iterative Anwendung die-
ses Algorithmus’ liefert eine Folge von Kontroll-Netzen,
die sehr schnell gegen die Polynomfliche konvergiert.
Dieser Unterteilungsalgorithmus ist geeignet fiir die Aus-
gabe am Bildschirm oder Plotter, da letztendlich sowieso
nur gerade Kanten bzw. ebene Dreiecke gezeichnet wer-
den konnen. Die Anzahl der Iterationen kann von der je-
weils gewiinschten Auflésung abhéngig gemacht werden.
Auch fiir Schnittalgorithmen werden die Polynome héu-
fig in Polyeder umgewandelt. Weitere Angaben zu Bézier-
Dreiecken, insbesondere die sog. Fundamentalrekursion,
sind in Hoschek und Lasser (1992) zu finden.

1 Die Monome, also z.B. 1, u, v, u2, uv, v, u3, u%v, uv?, v3 bil-
den eine andere, gebrduchlichere Basis des Raums der Polyno-
me n-ten Grades (hier n = 3).

2 Anschaulich ist das im Kurvenfall. Haben zwei Kurven in ih-
rem gemeinsamen Endpunkt die gleiche Tangente, so sind sie
geometrisch stetig 1. Ordnung, also G1-stetig. Ist auch die Lan-
ge des Tangentenvektors gleich, also der Betrag der Kurven-
durchschreitungsgeschwindigkeit, so ist die zusammengesetzte
Kurve einmal stetig differenzierbar, also C1-stetig.

Eine weitere Ergdnzung zu dem Artikel Hihnle und
Grafarend (2002) soll noch gestattet sein. Die Bedingung
fiir einen glatten Anschluss zweier Bézier-Dreiecke lésst
sich etwas allgemeiner formulieren als in den Formeln
(1.17) und (1.18) des angegebenen Artikels. Dort sind
die Bedingungen fiir einen C1-Anschluss wiedergegeben,
was der Stetigkeit im »klassischen« Sinne entspricht. Die
Bézier-Flachen werden {iber einer gemeinsamen Parame-
terebene parametrisiert, was aber schwierig und oft gar
nicht noétig ist. Die geometrische Stetigkeit (G1) hingege-
nist eine etwas schwichere Forderung. Nur die der jewei-
ligen Ableitung entsprechenden geometrischen GroBen
miissen stetig variieren, Lage und GroBe der Parameter-
dreiecke zueinander sind unerheblich?. Im ersten Fall wird
die Bezeichnung C1 gewihlt, wohingegen die geometri-
sche Stetigkeit als G1 (auch GC1, bzw. VC1 fiir »visual
continuity of order 1«, Tangentialebenenstetigkeit) abge-
kiirzt wird. Wie im angegeben Artikel sei Xq(u, v, w) der
slinke« Patch und X, (1, v, w) der »rechte« Patch, mit den-
selben Kontrollpunkten b(l)’ k= b%’ ik Die beiden Patches
stoBen also entlang der Parameterlinie v + w = 1 zusam-
men, der GO-Anschluss ist gewihrleistet. Mit ¢+ = v lasst
sich demnach schreiben X1(0,¢,1—t) = X3(0,¢,1 — 1),
die Ableitung entlang der Randkurve ist %Xl (0,t,1—1).
Eine Querableitung (d.h. quer zur Randkurve) in Xj ist
%xl(o, t,1 —t) und fiir X, ist die entsprechende Quer-
ableitung %xz(o, t,1 — t). Die Koplanarititsbedingung
der beiden Querableitungen und der Tangente im Rand-
kurvenpunkt ergibt sich zu:

J d
a(t)5 X1 (0, 1,1 =) + B(H)5 X1 (0,1 — D)+

+y(t)%Xz(0, t,1—1t)=0.

Die triviale Losung «(t) = B(f) = y(t) = 0 muss
natiirlich ausgeschlossen werden. Anwenden lisst sich
diese Formel z.B. bei den sog. Splitting-Schemata (sie-
he unten): Nach einer Festlegung der Kontroll-Punkte der
Randkurven (speziell bO,]-,k, aber auch der anderen dufle-
ren Kontroll-Punkte), und der Forderung, dass die Funk-
tionen «, 3 und y bspw. lineare Polynome sind, lassen
sich einfache Bedingungen fiir b%ll und b%ll angeben,
die einen G1-Anschluss sicherstellen.

3 Flachenverbiande

Unter einem Flachenverband versteht man eine An-
sammlung von Patches, die eine Flache beschreiben.
Wie oben erwihnt, strebt man dabei nicht unbedingt
an, dass die Fliche (das DHM) {iber einer gemeinsa-
men Parameterebene parametrisiert wird. Bei Verwen-
dung von Dreiecks-Patches ist die tibliche Vorgangswei-
se die, dass nach der Triangulation der gegebenen Punk-
te Randkurven bestimmt werden, die die jeweiligen Ver-
bindungskanten zwischen zwei benachbarten Punkten er-
setzen. Die Randkurven, die in einem Knoten zusam-
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mentreffen, miissen zu einer gemeinsamen Tangential-
ebene in diesem Punkt passen, sonst ist die Erstellung
einer glatten Flache nicht moglich. Im nichsten Schritt
werden Patches bestimmt, die die Randkurven interpolie-
ren. AuBerdem miissen die Tangentialebenen benachbar-
ter Patches entlang der gemeinsamen Randkurven stetig
ineinander tibergehen. Betrachtet man alle Patches, die
in einem ausgewdahlten Knoten zusammentreffen, so er-
gibt sich das sog. Eckenumschlussproblem (vertex con-
sistency problem). Benachbarte Dreiecke sollen einen G1-
Anschluss haben. Das beeinflusst auch die Kontrollpunkte
im Inneren des Kontroll-Netzes (im vorliegenden Fall also
b111). Durch die wechselseitigen Anschliisse entsteht ein
geschlossener Kreis von Bedingungen, der nicht immer ei-
ne Losung hat. Aus dieser Sackgasse gibt es verschiedene
Auswege.

m Grad des Polynoms: Wenn jedes Bézier-Dreieck Graph
einer bivariaten Funktion ist, also in der Form z =
f(x,y) darstellbar, so gibt es die bekannte Losung mit
quintischen Flachenstiicken (5. Grad, complete quintic,
Barnhill und Farin, 1981), die auch in Preusser (1984)
beschrieben ist. Auch im vektor-wertigen Fall ist eine
solche Losung moglich.

m Splitting: Die urspriinglichen Dreiecks-Patches wer-
den als Makro-Patches bezeichnet und in jeweils drei
Mikro-Patches aufgeteilt. Bei der Wahl der inneren
Randkurven, also jener zwischen den Mikro-Patches,
gibt es ausreichend viele Freiheitsgrade, sodass Glatt-
heit entlang aller Randkurven sichergestellt werden
kann. Ein Beispiel ist der Clough-Tocher-Interpolant
(Clough und Tocher, 1965).

m Blending: Es werden keine polynomialen Flachen-
stiicke verwendet, sondern gewichtete Kombinationen
aus mehreren - z.B. drei - Dreiecks-Patches (z.B.
Bézier-Dreiecken). Ein photogrammetrisches Anwen-
dungsbeispiel mit dem transfiniten Interpolant von
Nielson (1987) ist in Schliiter (1999) zu finden.

m ¢G1: Darunter versteht man approximative Glattheit,
man spricht von Epsilon-Stetigkeit. Man verzichtet auf
exakte Glattheit entlang der Randkurven und strebt
nach moglichst kleinen Winkeln zwischen den Tan-
gentialebenen entlang der Randkurven benachbarter
Patches. Ein solcher Vorschlag ist in Pfeifer und Pott-
mann (1996) angegeben.

4 Schlussbemerkungen

Die von Hihnle und Grafarend im Schlussabschnitt ge-
forderten »Algorithmen zur Berechnung von Dreiecks-
Bézier-Flichen kubischer Art« sind teilweise vorhanden.
Jede der angefiihrten Methoden hat aber ihre Nachtei-
le. Durch eine hohere Anzahl von Freiheitsgraden kann
zwar die gewiinschte Stetigkeit erreicht werden, oft sind
aber die Kriimmungen innerhalb des Patches ungiinstig
verteilt (Mann et al., 1992). Eine andere Moglichkeit ist
die Verwendung sog. Unterteilungsflichen (subdivision
surfaces), bei denen vorderhand gar keine gekriimmten
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Patches bestimmt werden. Ausgangspunkt ist auch hier
die urspriingliche Triangulierung der gegebenen Punkte.
Durch simultanes Einfiigen von Punkten {iber den Kan-
ten der Triangulierung wird dieselbe verfeinert, wobei die
Positionen der neuen Punkte so gewihlt werden konnen,
dass die Glattheit der Triangulierung zunimmt. Die Win-
kel zwischen benachbarten Dreiecken ndhern sich also
180°, die Grenz-Fliache der iterativen Verfeinerung ist ei-
ne glatte Fliche. Eine Ubersicht iiber diese Methoden ist
in Zorin und Schroder (2000) zu finden.

Auf jeden Fall ist die Erstellung eines Hohenmodells
auf Basis einer Triangulierung ein spannendes Betiti-
gungsfeld, sowohl vonseiten der Forschung als auch von-
seiten der Anwendung. In diesem Sinne ist zu hoffen, dass
von der Arbeit Hiahnles und Grafarends ein starker Impuls
ausgeht, und die Geldndedarstellung im Vermessungswe-
sen glattc und »wirklich 3D« - also »iiberhdngend« — wird.
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